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mI r.: H T  R ' O  O ' U C ' t  
p- 9. I 
I 
I .  RESULTADOS PRINCIPALES DE' LA T 
Est6n c o n s t i t u i  dos por 
p.70, y e l  Teorema 4.2 del  Cap i tu lo  IX p.110, que s u m i n i s t r a n  s e E  
das r e p r e s e n t a c i  ones i n t e g r a t e s ,  can6ni c a s ,  de l a s  func iones  ope- 
I r a t o r i  a l e s  posi t i  vas r e a l e s  de v a r i  a s  v a r i a b l e s .  
. -  
1.1. Teorema 5.4 .  Cap. VI p.70 I! - 1 -?* 
I I, I Este  teorema s e  o b t i e n e  por e s p e c i  a i  i r a c i b n  
ma 3.1 de l  Cap. VI p.58, que s u m i n i s t r a  una f6rmula can6nica  de 
I r e p r e s e n t a c i  6n de l a s  func iones  o p e r a t o r i a l e s  de p a r t e  r e a l  p o s i -  
t i v a  en D ~ .  De e s t e  Gltimo teorema s e  o b t i e n e ,  en e l  caso  p a r t i -  
I c u l a r  que e l  e s p a c i o  de H i l b e r t  H s e a  un id imens iona l ,  l a  fdrmu- l a  (11)  de pdg. 17 ,  que e s  e q u i v a l e n t e ,  aunque m8s s imple ,  a  l a d  
I o b t e n i d a  por V.S. Vladimi.rov [28  1 ; rn E l  Teorema 5.4  e s  una amplia g e n e r a l i z a c i b n  de un  f a  
moso teorema de Cauer ( c  f .  B u l l .  Amer. Math. Soc. 38 ' ( 1932)  p p .  
713-717), de bds ica  impor tanc ia  en l a  t e o r i a  de 10s  c i r c u i t o s  e- 
l 6 c t r l c o s  l i n e a l e s ,  e l  cual  a f l rma  que toda  func ibn  p o s l t i v a  rea l ,  
e s c a l a r ,  un id imens iona l ,  admite  l a  r e p r e s e n t a c i b n  candni ca  de l a  
fdrmula (1) de pig .  45. La impor tanc ia  de l a  f6rmula de Cauer e z  
t r i b a  en que l a  f a m i l i a  de l a s  func iones  r e p r e s e n t a d a  por e l l a ,  
c o i n c i d e  con l a  f a m i l i a  de l a s  impedancias de d i p o l o s  ( o  s e a ,  - 1 
I I' - - 1 C . :4- p u e r t o s )  l i n e a l e s ,  pas ivos  e i n v a r i a n t e s ,  de c o n s t a n t e s  c o n c e n t r g  das ( r e s l s t e n c i a s ,  bob inas ,  condensadores ,  t r ans fo rmadores  idea-  
I' 
1 e s  y g i r a d o r e s ) .  La f6rmula de Cauer s e  o b t i e n e  de l a  f6rmula 4 
(37)  de p6g. 71, poniendo en e s t a  Blt ima H = C ,  n = 1. '111 *7T 
I La f b r n u l a  (37)  de pbg. 71 c o n t i e n e  tambign,  como ca-Li 1 sos  p a r t i c u l a r e s ,  o t r a s  impor t an t e s  fbrmulas .  S i  s e  pone en d l -  
I cha f6rmula ti = R", m = 1, s e  o b t i e n e ' u n  teorema de Youla ( [3J 
I' t; I ; 7 
Y 
p. 86, Theorem 3.1.6.)*, que da una representac idn  candnica de l a  
impedancia de todo m-puerto l i n e a l ,  pasivo e  i n v a r i a n t e  de cons- 
t a n t e s  concentradas.  S i  s e  pone en l a  f6rmula (37)  de p6g. 71,  
n - 1 ,  s e  obt iene u n  teorema de Zemanian' ( ?a , p.  182). Theo- 
rem 8-11-3),  que suminis t ra  una representacidn can6nica de l a  in 
pedancia de u n  i n f i n i t o - p u e r t o  ( o  puer to  de H i l b e r t )  de constan- 
t e s  concentradas . 
4- &'I 
Puede observarse que l o r  importantes teoremas de I--' 
Cauer, Youla y Zemanian, recign e l  tados ,  s e  r e f i e r e n  todos e l  10s 
a funciones posi t i v a s  r e a l e s  unidime,nsi onales ;  l o  que mueve: a  
preguntarse s i  l a  genera l i  zacidn mu1 t idimensional  de e s t o s  t e o r g  
mras, que hemos obtenido en e l  ' ~ e o r .  5.4 del Cap. VI pBg. 70. 
t i e n e  i n t e r g s  para l a s  ap l i cac iones .  La respues ta  e s  a f i rmat iva .  
En e f e c t o ,  recientemente s e  ha descubierto**el hecho i n t e r e s a n t e  
que l a  impedancia de m-puertos I l n e a l e s  mixtos***puede i d e n t i f i -  
ca r se  con una funci6n p o s i t i v a  r e a l  de v a r i a s  variables*" Esta  
ap l i cac idn  inesperada de l a  t e o r f a  de funciones de v a r i a s  v a r i a -  
b les  complejas a  l a  t e o r f a  de 10s t i r c u i t o s  l i n e a l e s  conf ie re  in 
t e r g s  a1 Teorema 5.4; pues e l  sumin i s t r a  una representac idn  can6 
n ica  de l a  impedancia de m-puertos l i n e a l e s  (pas ivos  e  inva r i an -  
t a r )  mixtos (1 m Q @  ); y tambien, como acabamos de ver. 
. (es  e l  caso p a r t i c u l a r  n = l ) ,  de l a  impedancia de m-puertos l i n e g  
l e s  de cons tan t e s  concen t r a d a s  . 
1.2 .  E l  segundo resu l t ado  p r inc ipa l  de l a  t e s i s  e s  e l  Teorema 4.2 
X Los nGmeros e n t r e  p a r e n t e r i s  cuadrados remiten a  l a  b i b l i o g r g  
1 f f a  a1 f i n a l  de e s t e  t r aba jo .  
** c f .  T . K O G A  Synthesis  of f i n i t e  passive networks, IEE Trans.  
C i r c u i t   hio or^, CT - 15 (1968). 
*** Es deci r ,  que contienen elemen t o s  concentrados y elementos 
d i s t r i b u i d o s  ( t r o z o s  de l f n e a  no d i s i p a t i v i  de t ransmis idn) .  
&I I .  L '  
'1 'I :i I " :, .-a, <-uu8, - I - 11' de l  C . IX pbg.110. 1,,1 i5! :'I .! 5-&.;h(r.= > L L  7 ! 1 
' Para l a  e- ibsrraci6n a e l  Teorema 4.2 u t l  l i z a i o s  r e o r e  
' - 1 4  *I# 
mas de r e p r e s e n t a c l b n  e s p e c t r a l ;  que valen g r a c i a s  a  que l a  f u n -  3 
c l a n  p o s i t i v a  r e a l  F, por h i p s t e s i s ,  es u n  ope rado r  normal para  
i t o d o  punto  de D n .  En l a  deno;traci8n i n t e r v i e n e n  e senc i a lmen te  
t r e s  teoremas:  e l  Teorema 4.2 del  Cap i tu lo  VII, p i g .  8 7 ,  que su- ; I  m l n i s t r a  una r ep re sen t ac idn  candnica  de l a s  func iones  o p e r a t o r i a -  
l e s  F : D~ + L(H), holomorfas y de p a r t e  r e a l  a co t ada  en D n ;  
e l  Teorema 2 . 2  de l  C a p l t u l o  I X ,  pbg. 87,  que e s  una g e n e r a l i z a -  ':I c l 8 n ,  a1 ca so  de n v a r i a b l e s ,  d e - u n  teorema de Gonzfilez Domfnguez 
~ a l d e r 6 n  ( c f  [13J , p. 3 ,  Teorema 1 ) ;  y un  teorema enunciado I 
por HALMOS [ 1 6 j  , que demostramos en d e t a l l e  en e l  Apdndice D 
(Teorema 3.1 pag.R43 ). 
E l  Teorema 4.2 e s  una ampl ia  g e n e r a l i z a c i d n  ( a  l a  ve t  
o p e r a t o r i a l  y mul t id imens iona l )  de u n  teorema de Gonzdlez Domin- 
guez,  que da una r e p r e s e n t a c i d n  can6nica ,  de t i  po exponential , de 
t o d a s  1as  func lones  p o s i t l v a s  r e a l e s ,  e s c a l a r e s ,  de una v a r i a b l e ;  
c f .  [ 1 3 1  p .  1 2 ,  Teorema 8. Este  teorema s e  o b t i e n e  poniendo I I 
en e l  Teorema 4.2 ,  H = C ,  n = 1. Poniendo en e l  teorema 4 .2 . -  1 
H = cm , m = 1, s e  o b t i e n e  o t r o  teorema de Gonzilez Domfnguez . 1 I 
f [13] , p.  8, Teorema 6.  I I 
E l  Teorema 4.2 e s  c i e r t a m e n t e  menos gener8ll .que e l  I 
Teorema 5.4.  Esto  no q u i t a  para  que tenga  i n t e r 6 s ;  e n t r e  o t r a s '  
co sa s  porque,  en e l  impor tan te  caso  p a r t i c u l a r  H = C ,  sumin is*  . . I 
- I 
i v a s  r e a l e s  e s c a l a r e s  de v a r i a s  v a r i a b l e s .  
A- 
' I  
I 
I 
PROPIEDADES ELEMENTALES DE LA5 UNCIONES DE PARTE REAL POSITIVA E& 
1 - EL POLIDISCO D "  - - 1, ' I C -  J ml' ' - . 9 ,I . I - - I I 
I 1. Introduccibn. El objeto principal de este capftulo es la .prueba del 
I TEOR. 3.1. que generaliza a n variables complejas el siguiente teo- rema bien conocido. El mismo serd utilizado en la prueba del 
TEOR. 11.3.3. 
I 
1.1, TEOREMA I 
Si f : D + t  es una f u n c ~ b n  holomorfa y de parte real positiva 
en el semiplano D, entonces existen 10s Ifmi tes, para todo 6 > 0, 
onde c es una constante 
.2. Notaci6n Utilizada. 
Con D simbolizamo 
- &.I . 8 -  
- .$d-+.  . 8 - 8  





8 8 7  
s-el semip 
f l ( z )  = W 6  - lim 
121- 
. ' 8  ; .  . "  
llano R e 2  0 del plano complejo 
Ey con D~ el pol isemi plano D~ = { (zl,. . . ,z ) e tn.-: Rezl PO,. . . ,Rezn >O. n 
Para todo 6 > 0, W p  es el siguiente sector angular: 
-. I I I '. 
4 k a  
n W s =  { z e E :  - $ + 6  < A r g z <  T - 6 ) :  % 





W6 - lim f(z) = c 
I 213- 
cuando, para todo E > 0 existe un M > 0 tal que, si 1 zl > M y 
v 
z e W,6, entonces 
1'1 r,:.;J$rm:;' 'i-.;.,. 
Es decir, que el 1'Smi t e  -de l'a funcibn f, cuando z tiende a1 
I - ' -  - - 
I 
I punto , , conservdndose en e l  
i gua l  a  c .  
- I Con A simbolizamos e l  d i s c o  A y con A" el l i d i s c o  
2 .  Desigualdades  Bbsicas .  . I 
La s i g u i e n t e  p ropos ic idn  e s  una ex t ens idn  n dimensional  del  
lema de Schwarz. 
2 . 1 .  Propos ic ibn .  
I S i  g : + E e s  una func idn  holomorfa en e l  p o l i d i s c o  A n ,  g ( 0 ,  ..., 0 )  = 0 y s i  lg(W1, ... , Wn)I , c 1 en todo punto de l  p o l i -  
d i  sco , en tonces  
- I 
~ e m o s t r a c i 6 n .  Vease GUNNING-ROSS1 "Ana ly t i ca l  Funcions of  Severa l  
I ' Complex V a r i a b l e s " ,  Cap. 1.8 pSg. 8. I 
. 
I 2 . 2 .  Propos ic i6n .  (28, p .  129  ) S i  g : d n  + E e s  una func idn  holomorfa y de p a r t e  r e a l  posi -  ' :  
I t i v a  en e l  p o l i d i s c o  d n ,  en tonces ,  para  todo  p u n t o  de l  p o l i d i s c o  . -
I ( 3 )  
I donde u = Reg 
I Demostracibn. \ 
conencemos por suponer g u i  e l  v a l o r  g ( 0 , .  . . ,O) e r  r e a l .  ED-! 
I \once*,  sea  f  : b n  + t l a  func idn  d e f i n i d a  en e l  p o l i d i s c o  por 1 
e x p r e s i  6n 
I f  (W1'" S u n )  ( 4 Mbx I w j  I 
.1< j q n  
I 
o sea  que,  s i  lz i  1 = m6x l z j  I , 
' I ,* 1 4 j  gn * 
Es f d c i l  comprobar que,  l a  func idn  f  a s f  d e f i n i d a ,  s a t i s f a  





duce a  
Una. ,simp1 
- 
. A  
- 
que e s  
r e a l .  
func idn  
La d e s i  
g u i e n t e  
l a  des igua 
E n  e l  caso 
r 
1  dad 
I gene 
btenemos 
I g ( w 1 , * * * ,  
ue s e  d e r i  
gualdad ( 3  
des igua ld  
.nsformacidn a l g e b r a i c a  de e s t a  de s igua ldad  
< g(0 , .  . . , o )  1 + I W i l  = g ( 0 ,  ..., 0 )  Mbx 
r a l  aplicamos e s t a  Q l t i m a  des igua ldad  a l a  
forma t r i v i a l  l a  igua ldad  ( 2 )  de l a  t e s i s .  
l a  t e s i s ,  se  deduce de ( 4 )  u t i l i z a n d o  l a  s i -  
i dent.e 
2.3. Propos ic ibn .  
' I S i  f : D ~ +  t' e s  una f u n c ~ d n  holomorfa y  de p a r t e  r e a l  po 1 s - ~ t i v a  en e l  po l i semip lano  D n ,  y s i  ( E ~ , . .  . , t n )  e s  u n  punto a r b .  
r i o  de d icho  pol iserniplano,  en tonces  
; I .., I I n 
( 5 )  l f ( ~ ~ ~ * * * ~ ~ ~ )  I ~ I I ( E ~ , . . . , ~ )  I + Rie f ( ~ , . . . , ~ , ) { g  
5'1 cj X 3  
I , k r  pi, . - 8 8 - -. ,- donde z j  = x + 1  y j ,  x j >  0 (j.1, ..., n) y E j  = j 9 + i 4 ( j = l ,  ..-, I 
La s i g u i e n t e  t rans formacidn  biholomorfa 
I I  - ' 
- 
- - 5 ~ 3 .  ( j = l , .  . ,n)  5.  + qwj 
' z j  = ' '  .I wj  
z~ , +  5 1 - W j  
Y 
' I 
r ep re s ' en t a .  mu1  t iconformemente e l  ' pol i semip lano  D~ d e l  e s p a c i o  de l a !  
v a r i a b l e s  ( z l , . .  . , z n )  en e l  p o l i d i s c o  dn en e l  e s p a c i o  de l a s  v a r i a '  
b l e s  W1, ..., W , y t ransforrna l a  func ibn  f ( z l ,  ..., z n )  en l a  func idn  n 
La func i6n  g ,  a s t  o b t e n i d a ,  e s  holomorfa y de p a r t e  r e a l  p g  
s i t i v a  en e l  p o l i d i s c o  Por c o n s i g u i e n t e ,  podemos a p l i c a r  a  g  
l a s  de s igua ldades  ( 2 )  y  ( 3 )  de l a  Propos ic ibn  2 . 2 . ,  con l o  cual  -3tg 
nemos 
Las f6rmulas'(5) y (6) de la 'tesis resultan trivialmente, de 
estas Qltimas desigualdades. ' 
2.a P r o p o s i c .  - I 
S i  f : D~ + C es una f u n c i d n  ,olomorfa y de p a r t e  r e a l  pow 
s i t l r a  en e l  p o l i s e m i p l a n o  on, en tonces  p a r a  t o d o  p u n t o  (zl,. . ,zn) 
de d i c h o  semip lano,  '1 L 8 - 
- I 
u(zl,-ams~ n  u (zl, ..-. 
- #  ( 1 4 )  I ~ ~ f ( z ~ , * - , ~ ~ k  
I I ,..*, I Dn f(zl,U*,zn) k . - 
1 'n 
donde u  = Re f, y D j  es e l  o p e r a d o r  de d i f e r e n c i a c i d n  p a r c i a l  respe! 
t o  de l a  v a r i a b l e  z j .  . :  
I 
I - I 
Demostraci6n..  ' - 
BT: Supongamos, en p r i m e r  l u g a r ,  que l a  f u n c i d n  f : D + C sea 
una f l n c i 6 n  de una s o l a  v a r i a b l e  c o m p l e j a  z, y que zo sea un p u n t o  
f i j o  d e l  semip lano  D. D e f i n i i n o s  l a  f u n c i d n  g  : D ?  C p o r  l a  expre  
l I , i I  
Es f d c i l  v e r  que l a  f u n c i d n  a s f  d e f i n i d a  s a t i s f a c e  a  l a  r e l a  
I ' " 
c i d n  l g ( z ) I  < 1 p a r a  t o d o  z de D m  . I  
M e d i a n t e  l a  t ra 'ns formac i .6n  b i h o l o m o r f a  
e fec tuamos l a  r e p r e s e n t a c i d n  conforme d e l  semip lano  
I - 
D d e l  p l a n o  z ,  
sob re  e l  d i s c o  A d e l  p l a n o  W ;  y d e f i n i m o s  l a  f u n c i 6 n  h  : A + C 
I I . . -  , ,  . 
m e d i a n t e  l a  fd rmu la  
La f u n c i d n  h a s f  d e f i n i d a  es, como es de f d c i l  comprobacid 
h o l o m o r f a  y de n d d u l o  menor o. i g u a l  a  uno, s o b r e  e l  d i s c o  A ; y 
' 
ademds se cumple que 
I Por c o n s i g u i e ~  2.. podemos a p l i c a r  a  h e l  lema de c 
I :. A - ,  , , m .  . . 
: j ' '  ,- 
I a  l a  p r i m i t i v a  v a r i a b l e  z ,  mediante  l a s  f6rmulas  
r l;f!. 8 , 'g-&@,... ti  ,- 8 - 
:,!?$161 y ( 1 7 )  s e  o b t i e n e  
: , - - *  - 
l l l l . .  ' ' I 
/ ,.. - 
- - Z - z0 
I s ( z ) l  .r I - I ; ll : 
Z + Zo , A ' .  
,6  
o s e a ,  en v i r t u d  de l a , f 6 r m u l a  ( 1 5 ) ,  . - 
De e s t a  f6 rmula ,  r e s u l t a  I 
' 3 '  1 -  
I '  
Tomando 14mi tes  en ambd3 miembros de l a  d l t i m a  d e s i g u a l d a a ,  
. - ". cuando z  t i e n d e  a  z,, s e  o b t i e n e  I 
I ,: 1 , *c I .  . I .  I I  
I. ' l I 
I 
I '  - 1 -  8 ,  
1 , * '  Queda as4  demostrado,  por l a  a r b i t r a r i e d a d  de z o ,  e l  teorema 9 
' . . 
- ; 1 -- -b 
- '-Y E l  teorema,  en e l  c a s o  g e n e r a l ,  s e  prueba a p l i c a n d o  e l  r e s u l  i 
! rd t ado  o b t e n i d a ,  a  cada una de  1 a s  func lones  p a r c i a l e s  
.r I 
z1 + f ( z l , .  .. , z n ) ,  . . . , z n  + f ( z l ,  ' Z n f  
que s e  ob t i enen  de l a  func i6n  f ,  f i j a n d o  todas  l a s  v a r i a b l e s  excep t0  
una de e l l a s .  
I 3. Existencia de Derivadas Parciales Ang~1ares.~- 
, P I  &. El siguiente teorema extiende a n-variables el TEOR. 1.1. : 
I Para su deducci6n se ha imitado el procedimiento utilizado por 
VAL3ROM en su libro "Fonctions Analytiques" pag. 86/89, para den - 
I s*: 
I :11 trar el caso unidimensional de tal teo 
. ' 1  
1 
TEOREMA. ' 
Si f : D~ + t es una funcidn 
, sitiva en el semi plano D", entonces ex 




- u  (zl,... ,zn) 
W - lim 
31 z1 1- 





W - lim Dlf(zl, ..., z 
P~ z1 I+- n 
cada limite de las f b  
except0 una que se hac 
orrespondiente plano c 
I 






hotornorfa y de parte real po- 
isten constantes reales y no _ 
u(zl ,. . .,zn) ' . '. 
- lim * 





. . W - 1 im Dnf (zl,. . . ,zn) = c, . /  
znI+" 
19) se han fijado todas las va- 
a1 infinito dentro del dngulo I 
Demostraci6n del Teorema 3.1. . . ,  . . ( 3.,:. :.- + .' $ 
vc, . 
Sean cl, . . . , c n  10s niimeros definidos' por 
r b 
- .  I 
. L I f r , ,  U(Z~,--,Z . n I u(zl 9 -  * a  .zn! 
(20) cl=inf {# : :(zl, ; .,L~)BD. 1, .  . . .cn=i nf{ .( zl, ... ,Z n 
I X1 'n I m- Evidentemente, 10s nGmeros cl,...,c son reales y no negativos. n 
Para cada fndice k, comprendido entre 1 y n, sea g k  la fun- I : .  ci6n definida por % 
d 
1 i.? +. 
I" 
- - 
sea g k  = uk + i vk, donde uk = Re gk, vk = Im gk. 
.I l r  
Pi;+ - De (20) y (21), resulta fdcilmente que, la funcibn gk, para 
m- Ci 
es holomorfa y de parte real positiva en el polisemiplano. .I 
Aplicando a la funci6n g k ,  la desigualdad (5) de la Prop 




. I  I .- 
. . . .€.I I +  U. ( E -  ,. . . ,En) 1 
j = 1  x 
I L 9 j 
i- donde (El, es un punto arbitrario del polisemiplano. Divi- I 
iendo por zk y reagrupando tCrminos 
. r n ,  -- 1 
PI V ;  + 1 " I 





- .  
Ahora bien si , para u n  6 > 0, la variable z k  permanece den- _, 1 
. .  - 
I . .'# . I . , ll tro del dngulo Wg, por el LEMA 3.2., se cumple-que I ..- ,; + ;y & I. E;. - "1 , . I  - L  L l  I .  
i 117' (24)  . - . I -  . ( I z k l  ' 1 ~ ~ 1 ) ~  L L -  L - I I 
6 4 cose c 6 . . - - ,  
Xk l zk  1 1 ,:I 1 :  - - 
, I s - .  
I 
- . r  
I 
Por otra parte, en virtud de (21), dado un E ' >  0 arbitr 
. - 
v; -7 ! m e  w 6 ,  y s i  lz. q$ 
E :  
. : -1,  
x  I t  1 
I I I  - 
La s i g u i m e n t e  d e s i g u a l d a d  es geomi t r i ' camente  e v i d e n t e :  
4 C O S ~ C  
sen a 
Iz l  
De a q u i  r e s u l t a n  l a s  d e s i g u a l d a d e s  ( a )  y ( b ) .  ' En e f e c t o  
La s i g u i e n t e  d e f i n i c i d n  e x t i e n d e  a1 caso n - d i m e n s i o n a l ,  e l  c o n  
. 
c k p t o  de d e r i v a d a  a n g u l a r  d e b i d o  a  Cara theodory .  i .  J 
, I  I. I ' 1  
, : - .  l l . 8 '  : I 
una f u n c i 6 n  h o l o m o r f a  y de p a r t e  r e a l  p o s i -  
t i v a  en e l  p o l i s e m i p l a n o  D", l a s  c o n s t a n t e s  cl, ... , c,, cuya e x i s t e n -  .'!$ 
". 
: ia asegura  e l  TEOR 3.1., se denominan d e r i v a d a s  p a r c i a l e s  a n g u l a r e s  
(en e l  i n f i n i t o )  de l a  f u n c i d n  f. .'' . 
E s c r i b i r e m o s  
EOREMA, 
Si f : ' + e s  unarlit@ti6n holomorfa y de parte real posi- 
k. I ;:" t i v a  en el polisemiplano D ~ ,  ehkbjlces la funcidn f puede expresarse 
en la forma . ','. F, 
J - ? I ., 
- - 
f(zl, e m . ,  zn) = c1 Z* + . . a  + c n  z n  + fl(zl," ?zn) 
b .- 
donde cl, ..., c n  son constantes reales y positivas y fl : D~ + C 
#d,es una funcidn holomorfa, de parte real positiva, y tal que 
I 
I w 00 ( 2 9 )  - 
- - 
Dl f = ... = Dn = 0 .  
't 1 . I : Ef , 1 :  
I Demostracidn. t ,I 




Sea f : D 
, va en el pol i semip 






siendo k un entero 
+ t una funcibn holomorfa y de parte real posit. 
lano D ~ ,  sean eel . . . . c n  las derivadas parciales 
ncidn f y sea gk la iunci6n definida por 
arbitrario comprendido entre 1 y n. 
I 
.J A Entonces la funcidn gk asf definida es holomorfa y de parte 
' real positiva en D ~ ,  y a d e d s  I '  
I I 
I ' I .  $' (31') I 1  Q) I 1  00 I - ' Dj gk 0  si j <  k s  , D j  g k E c j  ~i J > k 
1 I 
Procederemos por inducci6n sobre el fndice k. 
La proposicldn es verdadera si k = 1; En efecto. de la de- 
ostracidn del TEOR 3.2. surge gue la funci6n 
- --- - -  
1 
.-i ' 8 
*4;: % ,-.,>t 
. - 
( 1  V '  
I f r l L  - - - 7 $1 . b .;F 'C 
j .  l L : l  
.AMw .\ I Q.IL I 11 r t i  t i e n e  p a r t e  r e a l  p o s i t i v a  en e l  p o l i s e  
' ( 3 2 ) .  con  r e s p e c t o  a  l a s  v a r i a b l e s  zl, ..., zn; y h a c i e n d o  t e n d e r  Ca- , 
z k  a1 i n f i n i t o ,  se 
L 
~ ; g ~  = o 9 y D:gk = c j s i j > l .  
Supongamos que l a  p r o p o s i c i d n  sea c i e r t a  p a r a  un  c i e r t o  fndL 
k  c n. Entonces de l a  r e l a c i d n  o b v i a  
I 
gktl(zls- sz n  ) ' g k ( z 1 ~ - -  ,zn) - Cktl Zk+l 
I J1 
- 
e  l a  h i p d t e s i s  i n d u c t i v a ,  y d e l  caso k  = 1 de l a  p r o p o s i c i 6 n  a  de- 
m o s t r a r ,  se o b t i e n e  que Re-gk+l 3 O e n  D .  n  
Por  o t r a  p a r t e  d e r i v a n d o  (33 )  con r e s p e c t o  a  z j  y hac iendo  
t e n d e r  z j  a  i n f i n i t o ,  se o b t i e n e ,  p o r  (31 ) ,  
d m ' . =  - 
I ) I  ' 
1 1  rk . I  I 
s  i I, j < k + 1  Dj %+I = D j  gk = 0 




I s  i -' 11 J = k  t 1 
- < L l  . 
D k + l  g k + l  -C k+ 1 
L I .  I 
. 
f :A-- n I J ' " '  j > k t  l I s j  -! . Dj %+I = c rn k 
I I  j . + 
, , b  .I - 1  L 
I A S S  hemos probado que e l  teorema es v e r d a d e r o  p a r a  k + 1. 
.' ' Ill. I . 8 ! . I.- l l r  
1 1  , I m r  I I 
- 'r ,, ,;. ,: I i 
.'. A m  
- R L P ~ l ~  #I  I 
. w .  
: I 
: l b ; j '  
I 
..? r . , 
. L , l  1 
.., '  F 8 .  1 
8 -  8 .  
I ,  
I 
4 1  
I '  I 
1. I n t r o d u c c i b n .  
I ! E l  o b j e t o  p r i n c i p a l  de e s t e  c a p f t u l o  e s  o b t e n e r  una repr.1 
1 s e n t a c i c n  i n t e g r a l  candn ica  de l a s  f u n c i o n e s  h o l o m o r f a s  y de par tem-  
r e a l  p o s i t i v a  en e l  p o l i s e m i p l a n o  que sea a n d l o g a  a  l a  o b t e n i d  
p o r  K O R A N Y I  y P U K A N S K I  (21) en e l  caso d e l  p o l i d i s c o  dn; ; que, p o r  
o t r a  p a r t e ,  se  reduzca  a  l a  f d r m u l a  de NEVANNLINA-RIESZ (11, 5.7) . 
en e l  caso u n i d i m e n s i o n a l .  
S i  b i e n  VLADIMIROV aborda e l  problema en su  t r a b a j o  (28) ,;d 
I su f d r m u l a  es exces ivamente  comp le ja .  En cambio, n u e s t r a  f d r m u l a g  
o b t e n i d a  p o r  d i s t i n t a  v i a ,  es c o n s i d e r a b l e m e n t e  m i s  s i m p l e  y, ademds, 
- o f r e c e  l a  v e n t a j a  de que de e l l a  se o b t i e n e ,  como caso p a r t i c u l a r ,  
una r e p r e s e n t a c i d n  i n t e g r a l  de f u n c i o n e s  de impedanc ia  n -d imens ion?  
que es l a  e x t e n s i 6 n  n a t u r a l  de l a  f d r m u l a  c l d s i c a  de CAUER.. 
7 ' . . *  - 1  I 
I ' "F
2. Func iones  de P a r t e  Real P o s i t i v a  en e l  P o l i d i s c o .  
E l  c o n t e n i d o  de e s t e  p d r r a f o  es  meramente p r e p a r a t o r i o .  
. - .  
2.1. TEOREMA (KORANY I y PUKANSKY (21) ) . 
g 
I 
S i  g  : dn + t Es una f u n c i d n  ho lomcr fa  y de p a r t e  r e a l  p o s i  
va en  e l  p o l l d i s c o  bn= { ( W 1  ,..., Wn)et : - I ~ ~ 1 < 1 , . . . ,  I w , ) <  11 , en 
t o n c e s  l a  f u n c i 6 n  f a d m i t e  l a  s i g u i e n t e  r e p r e s e n t a c i c n  
.. - 8  
. . 
, f- - 
" 
1 ' I '  2 I 
(1 I g(W1 s ,wn)=ic0 - -11 dX(el ,..., en) , (1-c ielwl). *(l-c-ienwn) 
. l l  - 
donde co  es una c o n s t a n t e  r e a l  y es una medida de Bore1 sob re  
(0, B ? )  que s a t i s f a c e  a  l a  c o n d i c i d n  I~ I 
- I .  I I 4 L 
, #  I '  i4 I - 
exp {-i (klel+. . .+knen)j  d;x(el,. . . ,en) = 0  , 
p a r a  t o d a  n - u p l a  de e n t e r o s  (kl,. . . ,kn), e x c e p t 0  en 10s  casos en  
que kl 5 0  ,..., k  3 0 , y / o  que kl 3 0  ,..., k n *  0.. n  
- 14 - 
4, ,,a 
R 1'. T 
Rec iprocament  s i  A es una medida de B o r e l  s o b r e  T" ,ue 
sat! !  i g a  a  l a s  c o n d i c i o n e s  (2 )  y co  es  una c o n s t a n t e  r e a l ,  e n t o n - - $  ' 
l a  f b r m u l a  . ( l )  d e f i n e  una f u n c i d n  g  : + t que es ho lomor fa  . 
de p a r t e  r e a l  p o s i t i v a  en d i c h o  p o l i d i s c o .  
I 
- 8  ' - 
.. , 8 ==.; '4. 
I 
' ' - ..a,. 
Demost rac idn .  , I : I . . ;j .-. ;<- 
- .  
3 
c B :. 
Vease e l  t r a b a j o  c i t a d o  a1 p r i n c i p i o .  
' I !  
. I 
2.2. Notas.  ' !?I; - 
-. 
I I 1) En e l  enunc iado d e l  teorema 'b.recedente, se c o n s i d e r a  s o  r e  
I. e l  i n t e r v a l 0  s e m i a b i e r t o  T = (0, 2n) l a  t o p o l o g i a  d e t e r m i n a d a  p o r  I s i g u i e n t e  m i i t r i c a :  . : I  i i ' l  .: 
I .  I . 
!I; 
:: lo ,; a 
. .d(s,  t )  = leis - ei t l  s . t e T .  i ,. rn 4. 
'I 4 8 I . I  I ,  -m 
Por i o  t a n t o  T es compacto, p o r  s e i  h ~ i n e o m o r f o  a  l a  c i r c u n -  
f e r e n c i a  u n i t a r i a .  En e f e c t o  es  f b h i l  de v e r  que l a  a p l i c a c i d n  
t + e x p ( i t )  es un homeomorfismo d e i  e s p a c i o  T s o b r e  l a  c i r c u n f e r e n .  
' { w  e 1: : IWI = 11, y que: e s t a  D l t i m a  es compacta en l a  t o p o l o g i a  i ,  
I 
I d u c i d a  p o r  l a  t o p o l o g i a  d e l  piano comp le jo .  . I t  :I . / .' Sobre e l  p r o d u c t o  c a r t e s i a n o  Tn = TT.. .xT se c o n s i d e r a  l a  t 
p o l o g i a  p r o d u c t o .  E l  e s p a c i o  T~ es homeomorfo a1 t o r 0  n -d imens ion  
I que es i g u a l  a  l a  f r o n t e r a  d i s t i n g u i d a  ( " S h i l ~ v ~ B o u n d a r y " )  d e l  p o l  
d i s c o  bn. . ' 1  I ?  i ' I I -I 
I1 
I r,, J := . 
2) Con e l  o b j e t o  de e v i t a r  r e p e t i c l o n e s  i n n e c e s i r i a s ,  ha re  
I l a  convenc idn  de l l a m a r  medida de Bore1 v s o b r e  un  e s p a c i o  t o p o l b s  S, a  t o d a  medida v , f i n i t a  y p o s i t i v a ,  d e f i n i d a  s o b r e  l a  t r i b u  de 
I B o r e l  de1 e s p a c i o  S. Quedan a s i  f u e r a  de c o n s i d e r a c i d n  l a s  medidas n f i n i t a s  o  l a s  medidas s ignadas .  m!.:'. : r Por  o t r a  p a r t e ,  como s iempre  e n ' e s t e  t r a b a j o ,  10s e s p a c i o s  
I t o p 6 1 b g i c o s  son m e t r i z a b l e s ,  s e p a r a b l e s ,  y l ocamen te  compactos, 
t o d a  medida de B o r e l  sob re  S es au tomdt icamente  r e g u l a r  (24, T h . 2 . 1  
E l  s i g u i e n t e  lema s e r a  u t i l i z a d o  en  l a  p rueba d e l  teorema 
' 1  p r i n c i p a l  de e s t e  c a p f t u l o .  
I .  I 




, ' s f  9  : b n + t  E S  l a  6n d e f i n i d g  en  e l  p o l l d i s c o  ;y; 1 5 :-' 
o r  l a  s i g u i e n t e  e x p r e s i 6 n  . # - - -  - ,  
'X es una medida de Bore1 s o b r e  T ~ ,  y s i  10s l f m i t e s  
es e x i s t e n  r 8  , ! 
:I 
a  1, d i c h a  v a r i a b l e  se m a n t i e n e  s iempre  sob re  e l  
- 
J =  (0, 279 . 
c i 6 n ,  de comprobac i6n  i n m e d i a t a ,  
- r. l I I  1 - 
;-;I , ,. 8 1 
T ~ ' ~ ' ~  C ( {O 1 x T"') U . . . U (T"' x {O 1) 
7- 
. 7.- I 
I , , 1 -  - 
Por o t r a  p a r t e ,  de ( 3 )  se o b t i e n e  f d c i l m e n t e  que, p a r a  tc 
k comprendido e n t r e  1 y n, y 0 6 Wk < 1 
m 
( l +e - !  ' k w k ) b ~  (el, ...,en) 
. . 
Tomando I f m i t e s  en e s t a  f 6 r m u l a  y t e n i e n d o  en c u e n t a  ( 4 ) ,  ob- 
8 - 
'r I 
El paso del -1fmite bajo el signo de integ;al es legitimo po' 
el teorema de la convergencia mayorada d e  LEBESGUE, por ser la me- 
dida A finita, y que el integrando admita la mayoraci6n 
, I .  - 
De la fbrmula (7) se obtiene 
Finalmente, la tesis resulta de (6) y la igualdad precede 
I 
I 
3. Funciones de ~ a r t e '  Real Positiva en el Polisemiplano D ~ .  
Con el objeto de evitar repeticfones introducimos la defini. 
cidn siguiente.i - , 1- - . '  . , 
.. : 
i 0; ' 
I .  . (* I , ?  3.1. Definicibn. -! 
Llamaremos medida pluriarmdnica sobre R" a toda medida 
- I .  '. 
Bore1 sobre Itn que satfsfaga a las yelaciones: - . . 
- .. ' I '  
I '  I 
I I 
para toda n-upla de enteros (kl, ..., kn), salvo que, Sean todos ne. I p gativos o que Sean todos no positives. Las funciones que figuran en el integrando de (8) son 
I 1 $ 1 7  ' - - ' !I ' / k r ,  I I I 1 ,  4 it+ 1 itn-1 kn 
I ( 9 )  ) * e . S  $ k ( i t n ) = ( -  n itn+l I i tl+l 
Esta denominaci6n de medida pluriarm6nica quedard justificada 
cd 0 1-- 
L.rcd 
c d L L  
n c d c n  
V) a, 
a J a J C ,  
J U E  
u a . r  
s 
cd cd 
V ) V ) C  
aJ a 
L  L  
P - 0  
X 'cd P 
aJ U  
'*- (0 
a s w  
7Q.r 
C r E C  
r e  
b cc 
-I- aJ 
d L W  
7 
























c d o s  
aJ V 7. 
L 
cd aJ 
t n L E  
aJ c d g r  - 
C, P c c  
E a3 
m a J u  
Y 11 
V) V ) h  
C . r d  
O X d c O  
0 a J - >  
.r 
s - c d C ,  
0 d v . c  
t n d 7 V )  
0 
0 L P 
aJ 1 0  
~ ' w c c -  
cd 
G O  cd a 
0 L F  L  
.n 
* E h a J  
aJ C, 
. - L  
. E O c d  
s n 
' - 0 4 '  
O W - a J  
E n u  
A\ 7 v 
c n E ?  4 a J  aJ 
0 V ) V ) a  
-0- '4- 
L  
00, 0 0 
U W c r E  
' d ~ . . ~ e  1 0 s  c o e f i c i e n t e .  -,  . . . ,c  son c o n s t a n t e s  r e a l e s  no n e g a t i v a s  n 
y f ,  e s  una func i6n  holomorfa y de p a r t e  r e a l  p o s i t i v a  que t i e p a ,  
s u s  de r ivadas  p a r c i a l e s  a n g u l a r e s  nu l a s .  
E l  s i g u i e n t e  cambio de v a r i a b l e s  b i  holomorfo 
' 1  ' t ransforma b iyec t ivamente  e l  p o l l p l a n o  D~ ,del e s p a c i o  de l a s  v a r i a b l e s  
n 
.ff 
z l , .  . . , z  n en e l  p o l i d i s c o  bn  = "l,... ,Wn)eC : l W l < l . , .  .. , lwnl<l1 
- 
en e l  e s p a c i o  de l a s  v a r i a b l e s  W1, ..., W,. C o r r e l a t i v a m e n t e  s ea  
5 d-  g, : d n  + E l a  func ibn  d e f i n i d a  por l a  s i g u i e n t e  exp re s i6n  ., 
,L 
I 
I l + W 1  l + W n  
91(W1,e**,Wn) = f 1 -  * * * ,  -1 
1 - W 1  1-w, 
L I '. 
I 1 1 :  
. 
a  que r e s u l t a  f g c i l m e n t e ,  por ( 1 3 ) ,  que , 1 . .  A 
- 
z l -1  2,-1 
f i ( z l , * - -  , z n )  91 (- s * - a s  -1 I 
I z l + l  z n + l  I 
I .  
I 
Es f h c i l  de ver  que l a  func i6n  g ,  as f  d e f i n i d a  e s  holomorfa . 
* 
!,# y de p a r t e  r e a l  p o s i t i v a  en e l  p o l i d i s c o  d n .  ' Por l o  t a n t o ,  en v i r t u d  
.' I I de l  T E O R .  2 . 1 . ,  - l a  fungl6n gl adini t e  l a  s i g u i e n t e  representaci -bn:  
. . I!/ ' .  L 
1 '  
- 4 i; I  - . ,. A ., I ' 1 .  I A 
donde . :~ ,  es una c o n s t a n t e  r e a l  y , X  e s  una mcdida de Bore1 sobre  e l  
t l l  
espac io  T~ (T  = LO, 2n) ,  T n  = Tx ... xT) que s a t i s f a c e  l a s  r e l a -  
,- 11 
, c iones  $4 4 . .y '<'.-<.- 8 , . \ -  I ;t,. i::. ' . I 1. . -. - -  C I* , ' . . r . '  
. . d7 *. s ) l  ' 8 - 1 . ; .I .- 1 " 
. t  (16)  J T n  exp 'pi ( k l e l  + . . . + knen)  I d~ ( e l , .  . . , e n )  . . = o ,I 
I . .  I  .-m 
I a ~ 6 '  
para  toda n-upla de e n t e r o s  (kl,. . . , k,,) excep t0  s i  k130,. . . , k 3 0  Y , 
I - 19 - t 
I 1 .y L I A c o n t i n u a c i b n  comprobaremos que l a  f u n c i 6 n  gl, d e f i n i d a  
- 
I p o r  (14) ,  s a t i s f a c e  l a s  h i p d t e s i s  d e l  LENA 2.3., o  sea que se ve- r i f i c a n  l a s  r e l a c i o n e s  (14 )  p a r a  l a  f u n c i 6 n  gl. 
En e f e c t o  p o r  l a s  f d r m u l a s  (14 )  y ( 1 3 ) ,  y en v i r t u d  d e l  
I EOR I . 3 . 1 . ,  e x i s t e n  10s s i g u i e n t e s  l f m i t e s  - .: I .  
t L 
I 1-u1 l i m   g(Wl,O,. . . ,0) = l i m  f (xl. 1, . . . I ) ,  . . . W1+x-0 l + W 1  x +oo 1 1 * 
I - - 1  I 
I 
I 
I h l + W n  f l(l, l,..:~,x ) - 
... l i m  - g l ( l l ,  W )  = l i m  n  
Wn+l-0 1 - W n  I 1  ( L  Xn I X +- n  I~: . II n l  I .  - I I 
De donde, en v i r t u d  d e l  T E O R .  1.3 .1 .  y p o r  e l  hecho que 1 - 7  
I d e r i v a d a s  p a r c l a l e s  a n g u l a r e s  do fl son n u l a s ,  se o b t i e n e n  l a s  r e -  
- 
odo, tenemos que . 
t odos  d e l  mismo s i g n o .  
Med ian te  l a s  f d r m u l a s  de t r a n s f o r m a c i d n  (13 )  y ( 1 4 ' ) ,  v o l v e -  
ill A c o n t i n u a c i d n  e f e c t u a r e m o s  un c a m b i o  d e  m e d i d a  e n  l a s  i n t e g r a  
l e s  ( 2 5 )  y ( 1 9 ) ,  u t i l i z a n d o  a  t a l  e f e c t o  un c o n o c i d o  t e o r e m a  d e  t e o r  
d e  l a  m e d i d a  ( 1 4 ,  p a g .  1 6 3 )  o  (17, p a g .  180) . 
- . 
s e a  - : J~ - R~ l a  t r a n s f o r m a c i d n  d e f i n i d a  p o r  . . - :l,p 
, - 
1 ;  I I ' I  , I ,  
L , ."k .dl,  - 
0 ' 1  . .  1 1 ( 2 1 )  - - Y ( 8,. . , e n )  = ( c o t g  e l ,  . . . , c o t s  , )  
. --l . . I I 
q u e  t r a n s f o r m b  d ~ y e c t i v a m e n t e .  e l  c u b o  J n  e n  t o d o  e l  e s p a c i o  R ~ ;  y * 
vl l a  m e d i d a  d e  Bore1  s o b r e  R~ (  es l a  imagen  d e  l a  m e d i d a  X p o r  I 
t r a n s f o r m a c i 6 s  n) d e f i n i d a  p o r  I  I I ~ , ~ :  c - 
I .  I I\ - ;1 
- - 
V l r  - . -  
- a 
u l ( ~ ) -  = - ( B ) )  , h l . l l  .. . -  I I  . 
I IL I - 
. 
p a r a  t o d o  c o n j u n t o  d e  Bore1  B d e  R ~ .  E n t o n c e s ,  eh % i r t u d  d e l  p r e & i c a -  
d o  t e o r e m a ,  p a r a  t o d a  f u n c i 6 n  A - i n t e g r a b l e  k : J n  + t ,  t e n e m o s  q u e  
1 1  I 
, I  1 - J: I.-.' I . - E .  
-1 
-1 
k ( a  ( t i ,  , t n ) d ~ l ( t l ; - = . ~ ,  t n) 
' I . .  ' - 1 . ;  ' 
' I 
- ' .. ':, 
!. 1 -  . 
- ' I  
. ,, 
, I .  
I 
1 '  
f I..- 
_ .  _ 
1 I ' d ' .  I 1 I . # I  I 
t l  = c o t 9  I e l ,  ..., tn  = c o t g  e n  . .- -. 
. 'A h 
A p l i c a n d o  l a  f d r m u l a  ( 2 2 )  a  l a  i n t e g r a l  d e  l a  f d r m u l a  ( 2 0 )  
-. I i I. .lm- I 
1': I I .  
- LL? . . 
. '. ( i  tn-1)  
1 (23) f l  (zl,. . . ,zn)=ico+ 
'I ' i . . - .  ! i - , * - ., , '. 
.: YI .p 1 - 
< I  I, 
. . .  
f .  
. I  I 
I 1 '  ;k 
4 ii .IL J <:fl,  
: I 
" 7 
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. ra::: - I I ' , I 
a f6rmula (11) de la tesis. 
Para probar que la medida es pluriarmbnica, aplicamos 
(19) la f6rmula de transformacidn (22). Obtenemos as(. 
e 10s enteros jl, ...,jn Sean todos del mismo signo. Exp 
e escribirse, por las relaciones ( 9 ) ,  asf 




Id- d s t ' ?  , - .- 
f ; f  d e f i n i d a  es  
l a  s i g u i e n t e  i n t e  







D e m o s t r a c i  dn: 
h o l o n  . f a  y s u  p a r t e  i m a g i n a r i a  e s t h  e x p r e s a d a  p o r  
g r a l  i i '  I, . 
. . 
- :. L a  
,a 
p(zl,t l)* * p ( z n , t n )  dl1(t l  , *  S t n )  1 
3. 
-  
Para  p r o b a r  e l  t eo rema  u t i l i z a r e m o s  10s  d e s a r r o l l o s  en  s e r i c  
o b t e n i d o s  en e l  Apend i ce  A. 
En p r i m e r  l u g a r  hacemos no ta ' r  que l a s  i n t e g r a l e s  ( 2 7 )  y (28  
e x i s t e n  p o r q u e  10s  r e s p e c t i v o s  i n t e g r a n d o s  son  f u n c i o n e s  c o n t i n u a s  
y a c o t a d a s  de l a s  v a r i a b l e s  tl, ..., tn, p a r a  cada p u n t o  (zl, ..., z n l  
d e l  p o l i d i s c o  y ademds l a  med ida  v es  f i n i t a .  
P o r  l a  f d r m u l a  A.8 
La s e r i e  m O l t i p l e ,  que a p a r e c e  en  e l  i n t e g r a n d o ,  como es  fd- 
e  c o n v e r g e n t e  r e s p e c t o  a  l a s  v a r i a b l e s  
(tl,..., t,), p a r a  cada v e c t o r  f i j o  (zl,...,zn) d e l  p o l i s e m i p l a n o .  P-r 
c o n s i g u i e n t e ,  y p o r  l a  f i n i t u d  de l a  med ida  v ,  l a  s e r i e  es  i n t e g r a b l e  
t e r m i n o  a  t g r m i n o .  De modo que, as4 obtenemos - *  - '  
I I ' 
a QD . ,TA' 
pluriarmonicidad de v )  ' 
' salvo que jl,. .. ,jn sean todos del m i s m o  signo 

R E P R E S E N T A C I O N  I N T E G R A L  DE F U N C I O N E S  P L U R I A R M O N I C A S  P O S I T I V A S  Eb 
U N  POL I S E M I P L A N O  
8 ,  
1. Introducci6n. 1 1 i 3  
Los teoremas principales de este capftulo son 10s 2.1. y 
3.1. El primer0 de ellos da una f6rmula de representaci6n c a n b n t ~  
t . de las funciones pluriarm6nicas positivas en el polisemiplano 7 
D~ = {(zl,. . . ,zn) : Re z l  ) 0,. . . ,Re z > 0, anhloga a la represen n 
taci6n obtenida en 11.3 .3 .  El teorema 3.1. nos dice que la medida 
u de la representaci6n (4) es el lfmite, en el sentido de las dis- 
trlbuciones, de la funci6n pluriarn6nica u(zl,. . . ,zn) cuando la, 
variables (zl, ..., zn) tienden a la frontera distinguida del poli ! -  
I miplano D ~ .  Coom consecuencia de este teorema, se obtienen la unici 
- .  dad de la representacibn integral (4), como asf tambign la unicidad 
I de la medida p en la fdrmula obtenida en el teorema 3.3. del 
. Capftulo 11. 
I Es interesante destacar asimismo que, como consecuencia a e i  teorema de unicidad, se ha obtenido la siguiente caracterizaci6n de 
i las medidas pluriarmenicas definidas en el capftulo 11: una medid 
funcidn U_ definida por la in$ - : 4  
. 
'J 
p(zl,tl)- . ~ ( z ~ , t ~ ) d u ( t ~ , *  S t " )  
A continuaci6n definiremos las nociones fundamentales que 
- 1.1. Definicibn. (26, Def. 2.1.1.)  
Sea u : D~ + R una funcidn real continua sobre el pol isemi- ' 
plano D ~ .  Se 'dice que la funcibn u es n-armbnica si ella es arm6ni- 
ca en cada variable separadamente; vale decir que u es n-armbnica 
+ '  si y s61o s i  son srmdnicas l a s  siguientes funciones parciales. 
41 
zn + u(zl. .zn) 
I I 1h-l -- 
, I  a$ 
'a I - d & 
l a s  que se o b t i e n e n  f i j a n d o  (n-1)  e n t r e  l a s  n  v a r i a b l e s  
21, ..., Zn. 
Evidentemente  t o d a  f u n c i 6 n  n-arm6n ica  es  a rmbn ica  d e l  co 
j u n t o  de sus n  v a r i a b l e s ,  p e r 0  l a  r e c f p r o c a ,  como es f h c i l  v e r ,  no 
es c i e r t a .  
1.2. D e f i n i c i B n .  (28, phg. 130.) 
Sea u  : Dn + R una f u n c i 6 n  r e a l  c o n t i n u a  en e l  p o l i s e m i p ~ a n o  
D ~ *  Se d i c e  que u  es p l u r i a r m 6 n i c a S  s i  e x i s t e  una f u n c i d n  f :  Dn + E 
h o l o m o r f a  t a l  que u  es l a  p a r t e  r e a l  de f. 
Ev identemente ,  t o d a  f u n c i d n  p l u r i a r m 6 n i c a  es n-armbn ica ,  pe l  
l a  r e c f p r o c a  no es ve rdadera .  Para un c o n t r a e j e m p l o  vgase (26, 
page 32 1 
1.3. P r o p o s i c i B n .  
S i  II es una medida de' Bore1 s o b r e  R ~ ,  f i n i t a  y p o s i t i v a ,  v s f  
d e f i n i d a  s o b r e  e l  p o l i s e m i p l a n o  D~ p o r  
I 
P( ls t l ) -*~(znstn) dr(tl,-.,tn) ' n  
; . I 1 -  
= Rn 
en tonces  u  es n-armdn ica .  
Demost rac ibn .  
Como en l a  d e m o s t r a c i d n  de l a  f 6 r m u l a  (34 )  d e l  TEOR.II.~. 
se prueba que 
L .  
a:yi - .it 
;a que l a  s & i e  conve rge  uni formernente s o b r e  t o d o  compacto K d e l  po- 
l i s e m i p l a n o  D ~ ,  y que 10s c o e f i c i e n t e s  c e s t 6 n  dados p o r  Jl,.. s j n  
-. 
a 28 -' I ,. 7 I '  
r4. ,9~$*m,#. 1 '  -- ,Jlp& .a 
A .  %, 
ia n-armonicidad de la funcibn u resulta de (12), por cuakto 
o es n-arm6nico y del hecho que, en virtud del cglebr, 
toerema de Harnack, toda serie uniformemente convergente de funcio- 
?nes armdnicas representa una funcibn armdnica. 
2. Representacidn Candnica de Funciones Pluriarmdnicas positivas en lIn. 
2.1. TEOREMA. 3 
Si u : Dn + R es una funcibn pluriarmdnica positiva en el po- 
Iisemiplano Dn, entonces existe una Gnica medida pluriarmdnica p so; 
,. 
bre R ~ ,  y existen n constantes reales y no negativas el,. . . ,c tales 
n 
n 
que, para todo punto (zl ,..., 2,) e D , *I. 
(4) u(zl, ..., zn)=clxl+ ... + 1 IRn P ~ z ~ ~ t l ) * * * P ( z ~ , t ~ ) d d t ~ , * * ~ ~  
I 
Reciprocamente, si IJ es una medid dnica sobre R~ 
cl,. . . ,c son constantes no negativas, entonces la funcidn u : Dn + t n 
definida por la fdrmula (4) es pluriarmbnica. 
' 1 hi Demostracidn. 1 i
Sea u una runcidn pluriarmbnica p o s ~ n v a  en Dn, exxlte por de- 1 
finicidn una funcidn. f : Dn + t holomorfa en Dn cuya parte real coin- 
cide con la funcidn u dada. ~ n t o r k e s ,  por el TEOR.II.3.3., la fun- 
cidn f admite la siguiente representacibn, 
4 
:jm ni 1 
" j 
<ik(zl,tl). . . k(zn,tn)-~~ap\tl,. . . ,tn) . 
R~ '1 : 
y 1as constantes c-c, son no 
4 
4 
Por el teorema II.3.5., la parte real de f, o sea la funcidn 
u, admite la representaci6n (4). 
-1 
Queda asi probada la parte directa del teorema, salvo la uni- ' '  
cfdad de la medida p y de las constantes de la representacidn (4)# 1 
la quti serd demostrada en TEOR. 3.5. I 
La parte reciproca se prueba asf. Si v es pluriarmdnica y 1 I 
la parte recfproca del teorema 
I 
.. , I a tirnL ' 3  : 
I - 29 - ?\ . L1  
!I ' 11 ;A 
I , , . 3 . 3 . ,  l a  funcfdn  f d e f i n i d i  ,,,b ( 5 )  e s  holomorfa y de p a r t e  r ea l :  
'1 , o s i t i v a  en D n .  Por e l  T E O R .  11.3.5.. l a  p a r t e  r e a l  de l a  func idn  - - f  e s  i gua l  a  l a  func idn  u dada por l a  fdrmula ( 4 ) .  Queda a s f  proba- da l a  p a r t e  r e c f p r o c a ,  pues s i endo  u p a r t e  r e a l  de una func i6n  h o l e  




I 3. Inve r s idn  y ~ n ' i c i d a d  de l a  Represen tac ibn  I n t e g r a l .  E l  s i g u i e n t e  r e s u l t a d o  puede c o n s i d e r a r s e  como u n  teorema da 
L 
I i n v e r s i 6 n  en e l  s e n t i d o  de que,  conocida  l a  func idn  u dada por l a  fdrmula (6), e l l a  permite  o b t e n e r  l a  medida u que en e l l a  aparece .  
I E n  e f e c t o  l a  fdrmula ( 7 )  permi te  conocer  l a  forma l i n e a l ,  . - 8 '. . - . .: . . !'..I I... I - 8 . 1 : .  . .  
. .  I ,  , 
. , . '  
4 d 1 %  ' " ' ~  5 ' "1 r r '  r . 1 : .  fiF1l!Jl 1 :. I ; i' .# - I ! b . - -a 
determinada sob re  c ( R ~ )  por l a  medida. Lo que e q u i v a l e  a  conocer ,  
: ' & e n  v i r t u d  del  teorema de RIESZ, l a  medida v .  II .. I . . .  = 
.; fi 
I F. 7 ' . I  - I 3.1. T E O R E M A .  3 . x.  .! : 
Sea u una medida de Borel, .  y sea  u : D ~ +  R l a  func i6n  d e f i  
pa ra  todo  punto de l  po l i semip lano  D n .  Entonces ,  pa ra  toda  func idn  
$ e c ( R ~ ) ,  ( e s  d e c i r  para toda 4 : R~ + t con t inua  y a c o t a d a ) ,  se 
1 l i m  ' n . (x, ,..*, X 
Conviene, p r ev io  a  l a  demostracidn de l  teorema,  fo rmu la r  
s i g u i e n t e s  lemas. . ; .  .I I *  
b 
*' ,#p 
I L f i  ' 3.2. - LEMA. 
I + s i  x  > en tonces  se cumple l a  s i g u i e n t e  r e l a c i 6 n .  ig 03 I (8) 1 I j s7 p ( x + i y , t )  d y  = ( l t x ) ( l t t 2  1+y  
-QD 
I Demost rac i6n .  




f ( x + i y )  = - x u b  . 3  T I X 2 + ( y - t ) 2  f ( i t )  d t  
? I 
-QD 
a  l a  f u n c i 6 n  f ( z )  = ( z + l ) - l ,  se o b t i e n e  
1 1 -  X - d t  = 1 F 
71 x 2 + ( y - t ) 2  i+ i t  I + ( x + i y )  , .; 
-00 





x d t  = x + l  - 
2 2  2  2  
- .  
- 1 I x 2 + ( y - t )  I+t 
-03 ( l + x )  +Y I >  4 
' 4 
I n t e r c a m b i a n d o  e l  p a p e l  de l a s  v a r i a b l e s  t e  y r e s u l t a  
00 
X = +2' I 
f I -00 ~ ~ t ( ~ - t )  2  % 1+y dy (l*) +t I 
F i n a l m e n t e  m u l t i p l i c a n d o  p o r  (l+t2) a ambos miembros se ob- 
S i  e c ( R ~ ) ,  en tonces  se cumple 
i 
n para todo punto (tl,. . . ,tn) de R . 
Demostracibn. 
a La prueba de (9) equivale a la de la f6rmula siguiente, Po 
A - 
I multiplicaci6n por (l+ti). . . (l+ti), 
I 
C Asimismo, por propiedades bien conocidas del ndcleo de 
la fbrmula '(10) es equlvalente ;' 
1 im a/ R ~ ( ~ l ~ ~ l ) - - ~ ~ ( ~ , , ~  xn)(+(tl+xl,*a*,tn+~n~ - (X~,.~*,X~)+(+O,.~~~ +O)-? R . i - *  
.. * '  
- X 
. 7 -  
- 4(tl.***,tn)) dyl,* . *  .dyn = O 
donde hemos puesto I I I4 
i I- I 
Dado un E > 0, para todo punto (tl .. . . ,tn) de tn, existe un 
6 >, 0 ,  tal que 
para todo punto (yl,. . . .yn) del conjunto Q(~)={(Y~,- -SY,):IY~~<~- *. *rLn156} 
De l a  f6rmula ( 6 )  resu l ta ,  fticilmente r 
t 
-- ' I  
I I 
1 - .  
I 1 I 
. 3 - 1  
I l l  . 7 -*=v\'lV I - C 
I 
* Permutando e l  orden de i n t e g r a c i d n  
(yl.*.* SY,) 
Stn) 1 2 dyl 
( l + ~ : ) * * * ( l + ~ ~ )  
en l a  segunda i n t e g  
. . . dyl; 
21 
r a l  , 
r e s u l  t a  
u (xl+iy 1 9 .. qxn+iyn) 
+ ( Y ~ ~ ' " ' Y ~ ) ~ Y ~ .  (tl" ' .  ,tn;xl,... .xn)dli[t1,...,$f 
Rn (lty;). . . (I tyE) 
(11)  I 
I  ll 
donde s e  ha d e f i n i d o  I I 
'$(yl. SY,) 
,((tl ,... .tn;x1 ,... ,X p(xl+iyl s t l )  ~(x$iy,,t,) 2 -dyle..dy, 1 
(1+Y1)***(l+Yf) 
Aplicando a e s t a  Q l t i m a  f6rmula e l  LEMA 3.2 . ,  se o b t i e n e  l a  
mayoracidn 
donde M e s  e l  supremo de l a  func ibn  4 .  4 
Por o t r a  p a r t e ,  por e l  L E M A  3.3. .  para  t o d o  ( t l . . . . , t n )  e R n 
se c ~ e n e  que. I 
Tomando l i m i t e s  en ambos miembros de ( 1 2 ) ,  pasando e l  Ifmite  
bajo  s i g n o  i n t e g r a l ,  y u t i l i z a n d o  l a  f6rmula ( 1 4 ) ,  s e  o b t i e n e  l a  ex 
p re s i6n  ( 7 )  de l a  t e s i s  d e l  teorema. El p a s a j e  de l  l f m i t e  b a j o  sig 
no i n t e g r a l  e s t d  plenamente,  pues l a  mayoracidn (13)  y e l  hecho qi-- 
l a  m e d i d a  LI sea  f i n i t a ,  permiten l a  a p l i c a c i d n  d e l  teorema de l a  
- I I : convergenci  a mayorada de .Lebesgue. 
L !  ;,-\! I , ,  I 1 1 - . . 1 8  I.1 .- L 

e Aplicando e'1 TEOR. 3.1. 
obtiene que 
1 3 resulta que 
I ,r r~ -tl I I  ..
. - 
1. I . d  ' l i  
- (18) I 4(tl.-astn)dvl 
b R~ 
. . 
ik para toda funcibn ( e c(Rn)). 
I' ' 
. De la igualdad (18), por la parte d e  unicidad del teorema d e  
I 
. 1 F. RIESZ (24, 2.14), resulta que las medidas p, y p, coinciden. ~m 
,I r 
3.6. COROLARIO. 
+ .  La represe tacibn integral (4) del TEOR. 2.1. e s  Gnica. 
4 fialqf -r-.i7 
3.7. COROLARIO. 
I 
4 L  - 
La-representaci6n integral (11) del TEOR. 11.3.3. es i i n i c s -  
Se obtiene a ~ l ' i c a n d o  e l  COR. 3 - 6 -  a l a  n a r t o  real tie l a  1 
4. Caracterizacibn de las Medidas Pluriarmbnicas. 
4.1. TEOREMA. r: 
P i  L' Para que una medida de Borelu sobre R n  sea pluriarm6nica, es 
- 
necesario y suficiente que la funcidn u : + R definida por la si- 
guiente integral 
1 1  Demostraci6n. 
Si la me 
sea pluria 





, t l )"  * P ( z ~ , ~ ~ )  dp(tl,"*,tn) 
'1 
rm6nica entonces, por el TEOR. 2.1., 
(20) u(zl,. . . ,zn) ' clxl+. . .+c x +- p(zl.tl).. .p(zn,tn) d ~ ( t ~ , .  . . ,tn) n  n  an ' I 
R 
4 De l a s  i g u a l d a d e s  ( 1 9 )  y ( 2 0 ) .  y d e l  COR. 3 . 6 .  s e  c o n c l u y e  
que l a s  medidas  A y IJ c o i n c i d e n .  P o r  l o  t a n t o  IJ es  p l u r i a r m b n i c a  
I 
dm., ; 
CAPITULO I V  
- 
1, 
I 7 ,.I 




En este capftulo se ha obtenido, a partir de la fdrmula de 
representaci6n can6nica de las funciones holomorfas y de parte real 
positiva en el polisemiplano D~ (TEOR. 11.3.3.). la representaci6n 
candnica de las funciones 
en dicho polisemiplano. 
1.1. Notacidn. 
Sea p una medida de Bore1 sobre R ~ ,  con LP(p) designamos a: '  
la clase de todas las funciones medibles, tales que 
1 1  = J , l < p < + = .  
R~ 
Con LW(p), 1 4  p <= designamos a ia clase de todas las fun- 4 
clones medibles y esencialmente acotadas, o sea a las funciones medi 1 
bles para las cuales se cumple 
Ilfll, = sup. es. If(.)j < += . 
re Rn, escribiremos 1 Cuando p es la medida de Lebesgue sob1 
1 L ~ ( R ~ )  y L ( R ~ ) ,  en lugar de ~ ~ ( r )  y LW(r). 
Con c ( R ~ )  simbolizamos a la clase de todas las funciones cor 
. tinuas y acotadas sobre Rn. 
, 1.2 .  - LEM*. 
& . I  Si p, A son dos medidas de Bore1 finitas y posltivas, y st. 
I para toda funci6n 4 e c(R~), se cumple la desigualdad 
I' entonces existe una funcidn g e L"(r) tal que 
p a r a  t o d a  f u n c i d n  ( a c ( R ~ ) ) .  
Demos t rac i6n :  
Sea r : c ( R ~ ) - +  t l a  fo rma l i n e a l  d e f i n i d a  p o r  
De (1) y ( 3 )  r e s u l t a :  
E l  e s p a c i o  c(Rn)  e s t t  i n c l u f d o  en  L1(A), y ademds c(Rn)  PC 
I denso en L ' ( A ) .  Por  l o  t a n t d ,  ( (18,  pas. 4 1 ) ) ,  e r i s t e  una d n i c a  1 k t e n s i b n  ; de @ a  L  ( a ) ,  t a l  gue 
A 
Por a p l i c a c i d n  d e l  teorema 6.16. (24, pbg. 128) a  l a  f o r r  
A 
l i n e a l  y aco tada  r,  e x i s t e  una f u n c i d n  g s L'(A) t a l  gue 
, 
. para  t o d a  f u n c i 6 n  f de ~ ' ( 1 ) .  
1 ~ i n h m e n t e ,  r e s t r i n g i e n d o  a1 e s p a c i b  c ( R ~ )  se o b r ~ e n e  l a  
r e l a c i d n  ( 2 )  de l a  t e s i s .  
2. R e p r e s e n t a c i d n  I n t e g r a l  de l a s  Func iones  de P a r t e  I m a g f n a r i a  
Acotada.  
2.1. TEOREMA. 
S i  f : D~ + t es una f u n c i d n  h o l o m o r f a  y d e  p a r t e  i m a g i n a r ,  
aco tada en e l  p o l l s e m i p l a n o  D ~ ,  ecnionces e x i s t e  una f u n c i d n  r e e l  
;P~@wi#??!~mym ?= , F 1 M  
g e L ( R ~ ) ,  esenc ia lmente  Onica,  y una Gnica c o n s t a n t e  r e a l  co.  
t a l e s  que s e  cumplan l a s  dos s i g u i e n t e s  . r e l a c i o n e s :  
g(tl... s tn )  (7)  f (zl ,. . . ,zn) = c  O (2k(zl,tl). . . k(zn,tn)-1) d t l . .  . d t  
nn Rn ( l+ t f ) .  . . ( l+t$  
z ' .  
. *  
para todo  punto de l  po l i semip lano  D n ,  
I 
9 ( t l , . . .  s t n )  'J 
q .  ( i t l ) . . . $ .  ( i t , )  J n 2 d t  l . . . d t n  = 0 Y 
R n  J 1 ( l + t ; ) .  . . ( l + t n )  
para toda  n-upla ( d l , .  . . , j n )  d e  e n t e r o s  t a l e s  que e x i s t a  e n t r e  e l l o s ,  
- . . 
a l '  menos, dos de d i s t i n t o  s i g n o  3 
Recfprocamente,  s i  g : R n  + k e s  una func idn  de  L - ( R ~ ) ,  yy 
s i  s e  cumplen l a s  r e l a c i o n e s  ( 8 ) ,  en tonces  l a  func i6n  f : D n  + t 
d e f i n i d a  por l a  i n t e g r a l  ( 7 )  e s  holomorfa y t i e n e  p a r t e  imaginar i  
aco tada  en D n .  
Podemos suponer que,  por e l  r e c u r s o  de sumarle  a  f  una cor. ki  t a n t e  imag ina r i a  s u f l e i e n t e r e n t e  g rande ,  l a  func i6n  f e s  de p.rte 1 
1 ,  r e a l  p o s i t i v a  en D n .  
. . Aplicando e l  T E O R .  a  l a  func idn  h ( . ) = ( - i ) f ( . ) ,  
, o b t i e n e :  p mai9i :'A . , I ' 1 (2k(rl,tl) . s i ( ~ n s t n ) - l  ) dr ( t l s .  , tn)  s ( 91  h(Zl' . = -icg+ 
= R" 
. donde c, e s  un'a c o n s t a n t e  r e a l ,  y r e s  una medida p l u r i a r m l n i q  
-1 
1 .  sobre Rn. Wdtese que ,  en ( 9 ) ,  no apa iecen  l a s  c o n s t a n t e s  c l , .  . .-, $ de l a  f6rmula (11)'  d e l  . . Cap. 11, debidlo a  que l a s  d e r i v a d a s  angul i  
vn: res de l a  func ibn  f. .qlue tlerie p a r t e  imag ina r i a  a c o t a d a ,  son nula&- 
De ( 9 ) ,  mu1 tiSpl i cando  prr 1 ,  se o b t i e n e  
0 f(zl,* . *  ,zn) a IC + - I (2k(~~,t~)*e*k(~~,t~)-l) di( t lS***, tn)  
O nn  Rn 
Por o t r a  p a r t e ,  p o r  a p l i c a c i d n  de l a  f d r m u l a  ( 7 )  d e l  
TEOR. 11.3.1. a  l a  p a r t e  i m a g i n a r i a  de l a  f u n c i 6 n  f dada p o r  
( l o ) ,  obtenemos l a  r e l a c i d n  
Donde C es e l  supremo d e l  rnbdulo de l a  p a r t e  i m a g i n a r i a  v. 
E s t e  d e s i g u a l d a d  es l a  d e s i g u a l d a d  ( 1 )  d e l  LEMA 1.2., donde 
l a  medida 1, en e s t e  caso e s t S  d e f i n i d a  p o r :  
Por l o  t a n t o  e x i s t e  una f u n c i d n  g e LW(A)  t a l  que, p a r a  t o  - 
, se curnple l a  r e l a c i 6 n  
L ' ( R ~ )  = L - ( A ) .  
Poniendo en (12 ) ,  
I, * I -  I 
+(tl,- 9 s t n )  = 2k(zl,tl)- * k ( z n , t n ) - l  , 
se o b t i e n e '  l a  f 6 r rnu la  ( 7 )  de l a  t e s i s .  
De l  rnismo modo, pon iendo  en (12 )  : 
se o b t i e n e ,  p o r  (8 )  de DEF. I I .3 ;1. ,  l a  r e l a c i 6 n  (8 )  de l a  t e s i s .  a 
D i f e r i m o s  e l  a n l l i s i s  de l a  u n i c i d a d  de l a  r e p r e s e n t a c i e n  




S i  g  : R"+ C es una f u n c i b n  m e d i b l e  y e s e n c i a l m e n t e  aco 
s i  v  : Dn + C es l a  f u n c i b n  d e f i n i d a  p b r  l a  i n t e g r a l  
'I X1 'n . v(zl,. . . ,zn) = - 0 . 0  2  2  g(tl,. . . ,t,) dtl.. .dt, nn Rn X : + ( Y ~ - ~ ~ ) *  x ~ + ( Y ~ - ~ ~ )  
en tonces  
. . l i m  . 
- . V ( X ~ + ~ Y ~ , ~  ,xn+ iyn)  I =  g(yl,* 0 .  ,yn) (xl,. . . ,xn)+(+O,. . . ,to) 
pa ra  t o d o  p u n t o  (jl,. . . ,yn) de R ~ ,  s a l v o  e v e n t u a l m e n t e  10s que p e r *  
tenecen a  un  c o n j u n t o  de medida de Lebesgue n u l a .  
I Demost rac idn .  
I Vgase Teorema 3.2.2. de 27, pdg. 6 9  . S i  b i e n  e n  e l  en c i a d o  d e l  p r e c i t a d o  teorema se supone que 1 4  p  < t=+, en l a  p d g i n a  
I 70 10s a u t o r e s  a c l a r a n  que, una m o d i f i c a c i 6 n  d e l  a c g u m e n t o u t i l i z a d o  en l a  demos t rac ibn ,  p rueba l a  v a l i d e z  de t a l  enunc iado  p a r a  p  = +- 
I 
3.2. COROLARIO. 
I ,Del teorema p r e c e d e n t e  r e s u l t a  f 6 c i l m e n t e  l a  u n i c i d a d  de ) 
I I l a  r e p r e s e . n t a c i 6 n  can6n ica  ( 7 )  d e l  TEOR. 2.1. I I 4.  Func iones  P l u r i a r m d n i c a s  Acotadas.  
I 4.1. TEOREMA. S i  v  : D~ + R es una f u n c i b n  p l u r i a r m b n i c a  a c o t a d a  en e l  
p o l i s e r n i p l a n o  Dn, en tonces  l a  f u n c i d n  v ( . )  a d m i t e  l a  s i g u i e n t e  r e -  
p r e s e n t a c i d n  
donde l a  f u n c i 6 n  g  : R~ + R, e s e n c i a l m e n t e  Sn ica ,  s a t i s f a c e  a l as .  
s i g u i e n t e s  c o n d i c i  one,s 
4- - - - ---4- 1 --- 
Yi - 43 - 
I 1 6  Para t o d a  n - u p l a  (jl ,. . . , jn) de e n t e r o s  t a l e s  que e x i s t  
I P e n t r e  e l l o s ,  a1 menos dos, de d i s t i n t o  s i g n o ,  se cumple l a  r e l a c i d n  
I J oj l ( i t l )  o j n ( i t  
R~ 
I Rec iprocamente ,  s i  ag : R~ + R es una f u n c i 6 n  que s a t i s f a c e  ' 
a  l a s  c o n d i c i o n e s  (16-a)  y (16-b) ,  en tonces  l a  f u n c i d n  v  : Dn + R 
- d e f i n i d a  p o r  l a  i n t e g r a l  (15 )  es p l u r i a r m 6 n i c a l l  aco tada  en Dn., - 
" #.1'.1?. I I 
Demost rac idn  
(I) P a r t e  ~ i r e c t a .  
Por  d e f i n i c f d n  de p l u r i a r m o n i c i d a d  e x i s t e  una f u n c i 6 n  f :D"+c 
h o l o m o r f a  en Dn  t a l  que v ( . )  = I m  f ( . ) .  Por  e l  TEOR. 2.1. l a  f u n c i 6 n  
I f(.) a d m i t e  l a  r e p r e s e n t a c i d n  de l a  f b r m u l a  ( 7 ) ,  donde l a  f u n c i b n  ( )  gue en e l l a  aparece s a t i s f a c e  a  l a s  c o n d i c i o n e s  (16-a)  y (16-b) .  
'Luego,  p o r  e l  TEOR. 2.3.. l a  f u n c i b n  v ( . )  = In  f ( . )  a d m i t e  l a  r e p r e -  
I s e n t a c i 6 n  (15 ) .  I . .  1 '  
l a 1  
(11)  P a r t e  Rec ip roca .  ;i- :
S i  g ( . )  s a t i s f a c e  a  l a s  c o n d i c i o n e s  (16-a)  y (16-b)  e n t o n c t ~ ,  
p o r  l a  p a r t e  r e c f p r o c a  d e l  TEOR. 2.1., l a  f u n c i d n  f ( . )  d e f i n i d a  pol  7;; l a  f d r m u l a  ( 7 )  es ho lo tno r fa  y de p a r t e  i m a g l n a r i a  a c o t a d a  e n  Dn. . 
= i, I A p l i c a n d o  a  ( 7 )  e l  TEOR. 2.3. se  c o n c l u y e  que l a  f u n c i 6 n  v ( . )  dada p o r  l a  f 6 r m u l a  ( 1 5 )  de l a  p a r t e  i m a g i n a r i a  de l a  f u n c i d n  f ( . ) ,  por  
l o  t a n t o  l a  f u n c i d n  v ( . )  es p l u r i a r m 6 n i c a  en D ~ .  
'I 4.2.COROLARIO. 
S i  v : Dn + R es una f u n c i d n  p l u r i a r m b n i c a  a c o t a d a  en  D ~ ,  en- 
L t o n c e s  e x i s t e  una f u n c i b n  r e a l ,  g ( .  j e L=(R".)), 'y  se cumple l a  r e l a c i  
I 
n  en c a s i  t o d o  p u n t o  (tl,. . . ,tn) de R . 
. 
y la funci6n g ( . )  satisface la relaci6n ( 1 6 - b )  del TEOR. 4 .1 .  -1 .4i L 
REPRESENTACION C A N O N I C A  DE FUNCIONES POSITIVAS REALES EN EL 
POLISEMIPLANO D ~ .  
1. I n t r o d u c c i b n .  
E l  o b j e t o  de e s t e  c a p f t u l o  es e x t e n d e r  a  n - v a r i a b l e s  comple 
j a s  e l  TEOR. 1.2. d e b i d o  a  Cauer ( c f .  W. Cauer. "The P o i s s o n  ~ n t e p r a l f l  
f o r  F u n c t i o n s  w i t h  P o s i t i v e  Real  P a r t " .  B u l l  .Amer.Math.Soc., 1932. 
pp. 713-717) .  
, 
E l  mBtodo que u t i l i z a r e m o s  en l a  demos tkac idn  d e l  an t i logo 
n -d imens iona l  d e l  TEOR. 1.2., s e r d  e l  de e s p e c i a l i z a c i d n ,  a1 caso 
f u n c i o n e s  r e a l e s ,  de l a  r e p r e s e n t a c i 6 n  c a n d n i c a  de l a s  f u n c i o n e s  d  
p a r t e  r e a l  p o s i t i v a  que hemos o b t e n i d o  en e l  TEOR. 11.3.3. 
A f i n  de e v i t a r  t e d i o s a s  r e p e t i c i o n e s  adoptamos l a  s i g u i e r  
convenc i6n  de l e n g u a j e .  u s u a l  e n  l a  t e o r f a  de c i r c u i t o s  e l i i c t r i c o s  
1.1. Nomenc la tura .  
. . Por f u n c i d n  p o s i t i v a  r e a l ,  o  tamb i i i n  f u n c i d n  de impedanc ia ,  
entendemos una f u n c i d n  f : Dn + C h o l o m o r f a  y de p a r t e  r e a l  p o s i t i ~ i  
en Dn, y t a l  que, f (xl,. . . ,xn) sea r e a l ,  p a r a  t o d o  p u n t o  r e a l  d e l  
p o l  i s e m i p l a n o  Dn. 
1.2. TEOREMA. (Cauer)  
S i  f : D + C es una f u n c i 6 n  p o s i t i v a  r e a l  en e l  semip lano  D I  
entonces  f admi t e  1  a  s i g u i e n t e  r e p r e s e n t a c i d n  
1 donde p es una medida de B o r e l  par s o b r e  l a  r e c t a  r e a l  R y c  una 
c o n s t a n t e  no n e g a t i v a .  
Recfprocamente,  l a  f u n c i 6 n  d e f f n i d a  p o r  l a  f d r m u l a  (l), p a r a  
t o d a  medida de Bore1 p a r  p y t o d a  c o n s t a n t e  no n e g a t i v a  c, e s  pos i - ,  
va r e a l .  
Demostracibn. +- .. 1 Resu l t a rh  delTEOR.3.2 como caso  p a r t i c u l a r .  Para una demc - - ,  t r a c i b n  d i r e c t a  "ease G O N Z A L E Z  DOMINGUEZ, (11, P Z ~ .  56) . 
a Los s i g u i e n t e s  lemas e l emen ta l e s  y bien conoc idos  s e r a n  u t i  
l i z a d o s  en l a  demostracidn de l  T E O R .  3.2. 
1.3. - L E M A .  
S i  f :  D n  + E e s  una func idn  holomorfa en e l  po l i semi  plano D 
I 
" I  y s i  f ( x l , .  . . , xn )  = 0 ,  para  todo  punto r e a l  ( x l , .  . . , x n )  d e l  polisem: - 
plano D n  en tonces  l a  func idn  f e s  id6n t icamente  nu l a .  
) 
I 17 Demostracibn. Procederemos por inducc ibn  sob re  n .  Para n = 1 e s  t r i v i a l .  
I Supongamos que e l  teorema e s  verdadero  para  n - 1  y sea  f : D n  + t una func idn  que s a t i s f a c e  l a s  h i p d t e s i s  de l  lema y,  para  c u a l q u i e r  
I xn > 0 cons ide renos  l a  func i6n  de n - 1  v a r i a b l e s  g x  : g n - l  + t d e f i -  nida por 3 
I gx ( z l , . . . , z  n - 1  = f ( z l , . e - s z " - l  9x1 
, n 
I Entonces g x n  e s  holomorfa  en'^^ nula  cuando l a s  v a r i a b l e s  
z l ,  ... , Z  son r e a l e s .  Por l o  t a n t o ,  y por l a  h i p d t e s i s  i n d u c t f v a ,  n 
'xn 
e s  id6n t icamente  nu la .  
Hemos demostrado a s f  que 
I para complejos a r b i t r a r i o s  z l , .  . . ,z n- l  y xn r e a l  t a l e s  que e l  punto 
(z lsm , z , , - ~  .x) pe r t enece  a1 pol i semi p l  ano o n .  
I Sea z l , .  . . ;Z n - 1  u n  punto a r b i t r a r i o  de D y s e a  
hz l , . . . , z  . : D + E l a  func i6n  de l a  v a r i a b l e  unidimensional  z n  d e f t .  n 
nida de l a  s i g u i e n t e  manera 
La funci6n h, as? obtenida, e.s holomorfa en el semiplano D 
y se anul-a si z n  e s  real, por (2). Por lo tanto, y en virtud del 
caso unidimensional del lema, la funcidn h es idgnticamente nula y 
~&j por 1 0  tanto tambiln f lo es. 
1.4. - LEMA. (Principio be Simetrfa de Schwarz) 
Si f : D~ + t es holomorfa en Dn si f (xl,. . . ,xn) es - real 
cuando (xl,. . . ,x ) es un vector real de Dn entonces n 
i 
(3) - f ( q ,  .. . ,G) - f(zl,. . . ,Zn) 
Demostraci6n. 
Se comprueba de inmediato que la funcidn g : D~ + E defi 
da por 
8 .- In 
- 
'1 ,. ,F 9mm&19 szn) = f ( t7 ; , .  . . ,z,) - f (zl,. . . , z n )  
- '. 8 I.. 
satisface las hipdtesis del L E M A  1.3. y por lo tanto es idgnticamea 
te nula. Ello equivale a1 cumpltmiento de (3). 
1.5. Definici6n. 
Una nedida de Bore1 r sobre R~ se denomina radialmente par 
si 
- 
r ( - B )  = r (B) 
para todo conjunto de Borel sobre Rn. 
Se prueba fdcilmente que una medida de Borel sobre R~ es 
radialmente par, si y s61o si, para toda funcidn 4 e c(Rn), se cumple 
que: 
( 4 )  I 4(-t1,. . ,-tn)dlJ = I 4(tl,.. . ,tn)d. 
R~ R~ 
I - - t 





De (5), si LI es-radialmente par, por la (4) 
- (6) u ( 5 ,  ..., zn) = + J  





p(f,-t) = = p(z,t) 
x 2  + (-y+t)2 I 
I 
de (5) y (6) se concluye (4'). 
Recfprocamente, supongarnos que la funcibn u dada por la 
f6rmula (5) sea simgtrica, entonces por (4) tendremos que: 
p(zl*tlI* .p(zn,tn)dv(tl,- stn) = 1 p(zl,-tl)* *p(zn.-tn)d~(tl-t 
R~ R~ 
de donde 
1 p(zl Stl) e e  *p(zn,tn)dv(t1s stn) I p(zl ,tl)"*~(zn,tn)dv(tl ~9 stn) 
R~ R". 
Supongamos que la medida P sea radialmente par entonces, po 
( 4 ) ,  para zl=xl ,... ,zn=xn donde xl > 0 ,... ,x 0, de (8) obtenemos n 








.- I p 3 , q r  117 - 
4 I* 1 1 .  f- ' - , a  : - - ul Pi - I 
0 sea  que f ( x , ,  ..., x,) e s  r e a l  si  l o  son 1 0 s  nSmeros 
Por o t r a  p a r t e  por ( 8 ) ,  y en v i r t u d  de l  T E O R .  11.3.5..  4 '  ' 
1; 'ILparte r e a l  de l a .  funci6n f  e s  l a  s i g u i e n t e  func idn  
: ;t 
'rl " .  
I -  
Asimlsmo l a  func ibn  g ,  como s e  ve fSc i lmen te  a  p a r t i r  d e  (91.111 
...' ' e s  holomorfa en D ~ .  I . ,  11 
' 
' ~ e a m o s ,  a  con t inuac i6n  que l a s  func lones  f  y g  co inc iden  so- 
b r e  e l  pol i s e m i e j e  r e a l .  E n  e f e c t o ,  s i  xl. .  . . ,xn  e s  u n  punto r e a l  . d d e D n  en tonces  f ( x l ,  . ,x e s  r e a l  y por 10 t a n t o  . n 
(11)  
I 
f ( x l .  .. . , x n )  = u ( x l , .  .. , x n )  
Por o t r a  p a r t e  s e  comprueba d i r e c t a m e n t e ,  haciendo z l=x l ,  ..., z 
en l a s  fdrmulas  ( 9 )  y ( 1 0 )  que 
I 
g ( x l , *  , xn )  " u ( x l ~ *  , x n )  
' I  . 
1%: 
tS, - De (11)  y (12)  r e s u l t a  que l a  f u n c i h  holomorfa h = f 
c-j s n u l a  sob re  e l  p o l i s e m i e j e  r e a l  y  a s ( ,  por e l  L I M A  1.3 . .  h e s  I . .  
- T; camente nu1 a .  Bi I Recfprocamente, supongamos que l a s  func lones  f y  g co inc idan .  - -  Entonces de  l a  s imple  i n specc i6n  de (9 )  i n f e r imos  que f ( x l , . .  . , x n )  1 .  1 e s  r e a l  si  x l , . .  . ,x son r e a l e s .  E l l o  implica., en v i r t u d  de l  LEMA n 1 
1.4. que 
'1. pi  1- ml- , 
, . 
Tomando p a r t e s  r e a l e s  en ambos miembros de l a  G l t i n a  igua ldad  1 
-
!I 7 r e s u l t a  que l a  func idn  u = Re f  e s  s i m g t r i c a .  
4 1  
. A  
Fjnalmente ,  par l a  a p l i c a c i b n  d e l  L E M A  2.1. s e  concluye que . 
IA e s  r ad i a lmen te  par .  
C 
I - 51 
. 2 .  T E O R E M A .  
S i  f : D~ + C es  una funci6n p o s i t l v a  r e a l  en e l  po l l  
e x i s t e  una  medida plur iarmdnica y radialrnente 'par  
y unas cons tantes  r e a l e s  y no negat ivas ,  unfvocamente determi 
. . 
c1, ..., cn  t a l e s  que 
2 
1 I nz;(y!) zn( l+ tn)  (1'1) ~ ( Z ~ , * . . , Z , )  ~ - C ~ Z ~ + . * * + C , Z , + ~ ;  -TT . e .  ,- d v ( t i S  ..., t 
R 1 1  ' z  +t I n 
Recfprocamente, s i  v e s  una medida pltlriarm6nica y  r a d i a l -  -3 
I A  
mente par sobre R~ y c l  5 0, ... . c n  3 0 entonces l a  funcibn f  d e f i  . l 
., . 
.n ida  por (11) e s  p o s i t i v a  r e a l .  
I, r-'rl 
Por e l  T E O R .  11.3.3. l a  f u n c i 6 n . f  admite l a  s i g u i e n t e  r ep rem 




a  medida pluriarm6nica sobre R ~ .  A .I 
Por e l  LEMA 3.1. - 
f ( q s m . . s q )  f ( z l , " * , z n )  
I 
4" de donde resul ta , fbc i lmente ,que  l a  funcibn u = Re f  e s  s i m g t r i c a -  . 
Entonces, por e l  LEMA 2.1. ,  s e  concluye que P e s  radia lmente  par. 
I Con l o  c u a l ,  en v i r t u d  del L E M A  3.1., l a  fbrmula ( 1 2 )  e s  s q u i v a l e n t r  a l a  (11) de l a  t e s i s .  I 
Recfprocamente, si  v es una medida plur iarmbnica radialmen- 
n 
' t c  par sobre R y s i  c l  >/ 0,. . . .c 3 0,la funcidn f  d e f i n i d a  par 1s n 
fdrmula (11) co inc ide ,  en v i r t u d  del L E M A  3.1., con l a  funci6n f  
de l a  fdrmula ( 1 2 ) .  Del T E O R .  11.3.5. r e s u l t a  que f e s  holomorfa- 
- funcidn f  e s  evidente .  
x :wq . . :  
- , 5 2  - 




REPRESENTACION INTEGRAL DE FUMCIONES OPERATORIALES Y DE PARTE REAL 
POSITIVA EN EL POLISEMIPLANO D". mi 
I 
I .  I n t r o d u c c i 6 n .  
E l  o b j e t o  de e s t e  c a p i t u l o  es e x t e n d e r  a  n - v a r i a b l e s  comp e 
j a s  10s teoremas 1.1. y 1.2., que se enunc ian  a  c o n t i n u a c i b n .  
Los r e s u l t a d o s  p r i n c i p a l e s  de e s t e  c a p f t u l o  se han o b t e n i d o ,  
a  p a r t i r  d e l  TEOR. 11.3.3.; u t i l i z a n d o  un metodo s i m i l a r  a1 empleado 
p o r  Zemanian 130). I 
1.1. TEOREMA (Zemanian (30, Th. 8.11.3). 
Sea F  : D + L(H) una f u n c i d n  d e f i n i d a  s o b r e  e l  semip lano  D. 
Entonces F ( . )  es h o l o m o r f a  y de p a r t e  r e a l  p o s i t i v a  en D, s i  y s b l o  
s f ,  p a r a  t o d o  p u n t o  z  de D, puede s e r  r e p r e s e n t a d a  p o r :  In 
1 " l - i t z  F ( z )  = Q + z A1 + - 
u 1.. .-it d E ( t )  1 
donde Q es un o p e r a d o r  a n t i - h e r m i t i a n o ,  A1 un  o p e r a d o r  h e r m i t i a n o  y 
positive, y E( . )  es una medida PO s o b r e  10s c o n j u n t o s  de Bore1 de 1k 
1.2. TEOREMA. (Zemanian (30, Th.8.11-3)) 
-':,rjR Sea H un e s p a c i o  de H i l b e r t  con  c o n j u g a c i 6 n  y sea F  : D+L(H) 
una f u n c i d n  r e p r e s e n t a d a  p o r  l a  f 6 r m u l a  ( 1 ) .  Entonces  F ( z )  es u n  
ope rador  r e a l ,  pa ra  t o d o  z  r e a l ,  s f  y s61o s i ,  10s ope radores  Q y Al, 
y l a  medida E( . ) ,  poseen l a s  s i g u i e n t e s  p r o p i e d a d e s  a d i c i o n a l e s :  
Q y A1 son r e a l e s  y l a  medida E( . )  s a t i s f a c e  l a  c o n d i c i d n  s i g u i e n  
- 
E ( - M )  = E(M) 
p a r a  t o d o  c o n j u n t o  ae b o r e 1  M de l a  r e c t a .  
En e l  caso p a r t i c u l a r  de e s p a c i o s  de H i l b e r t  de d i m e n s i b n  
- ,  
U L l t L  
-7 --2-: L .W' 2 ' 7  " 26% ' .<- 
, ! 
- irr - - 4  -2, 4+J 
. . 
. . ?' 8 ,*y-v 
. . 
'- 53 - 
kh+-Lsy , . iar ~ q + ~ ~  w 'H ' 1 
. 4 .  ; 
.l. es debido a YOULA. VGase a1 respecto (3, 
El siguiente resultado, debido a PFUGER (22, pig 9 ) ,  es el. 
zorrespondiente a1 caso del disco del TEOR. 1.1. 
- 1.3. TEOREMA. 
Sea F : A + L(H) una funcibn operatorial holomorfa cuya p 
real es positiva en el disco unitario A. Entonces existe una 
cidn creciente del interval0 (0, 2) en el subespacio real 
I 
F(z) = i Im F(o) + 1'' e: ' dr(t) 0 e z 
(Nbtese que subespacio real de L(H), en la terminologfa de (22), e 
el conjunto de todos 10s operadores hermitianos en L(H).) 
2. Prel iminares. 
En este pdrrato estableceremos la terminologia y notac 
utilizadas en este capitulo. 
Asimismo, demostraremos algunos lemas elementales sobr 
ciones operatoriales, a1 efecto de poder utilizarlos en la demos 
ci6n de 10s teoremas bbsicos. 
nvenciones. 
Sea H un espacio de Hilbert complejo, ion L(H) designa 
conjunto de todos 10s operadores lineales y acotados de H en H 
La norma de un vector C de H, el producto escalar de dos vec- 
tores E ,  q de H, y la norma de un operador A de L(H) serdn simboliza -
dos, respectivamente, por 
161 9 .  ( ~ 9 s )  . 14 
=I1 -.. 
En todo este trabajo, hacemos la convencidn de lenguaje de 
llamar "operador A "  en lugar de "el operador lineal y acotado A". 
Llamamos parte real 3e un operador A, q u e  simbolizamos 
Re A, a1 operador hermi tiano 
donde A* es el adjunto del operador A. 
Anilogamente, definimos como parte imaginaria del operador 
A, que simbolizamos Im A, a1 operador hermitiano 
1 In A = (A - A*) . 
2.2. Definici6n. 
valores en el espacio L(H). Entonces, la funci6n F se llama holo- 
morfa en n, si la funci6n escalar 
es hotomorfa en ^ ,  para todo par de vectores E ,  TI de H. 
- 
Nota. Esta definici6n concuerda con la Def. 3.10.1 de HILLE PHILLIPS I 
compleja f : D~ + E definida por 
* 




y s e p a r a b l e .  Se llama medida PO de Bore1 sobre  T ,  a  toda medida 
?if PO E( . )  d e f i n i d a  sobre  l a  t r i b u  de Bore1 9 de T .  
b '1' I I .  
. I 
1 .  
Recordamos que l a  t r i b u  de Borel de T e s  l a  t r i b u  engen- 
L 
# .  
drada por l a  f a m i l i a  de todos  10s  con jun tos  a b i e r t o s  de  T .  
pvl; 
Nota. Las r e s t r i c c i o n e s  impuestas  a1 e spac io  t o p o l d g i c o  T s e  han 
-
hecho, a1 s d l o  e f e c t o  de s i m p l i f i c a r  l a  expos i c idn ,  y en razdn que 
e s t e  t r a b a j o  no r e q u i a r e  mayor g e n e r a l i d a d .  
. ', . 
1-4 ,  - : 2.6.  Def in i c idn .  
i.:j.- , . Diremos que E( . )  e s  una medida PO p lu r i a rm6n ica  s o b r e  R ~ ,  
, . . s i  E ( . )  e s  una medida P O  de Borel sob re  R ~ ,  t a l  q u e  l a  medida es r ,  
1'. 
,I' l a r  r ( . )  d e f i n i d a  por ( 4 ) ,  sea  p lu r i a rmdn ica ,  
< 
I I '. 
E 
.#I .
.. - . 
El s i g u i e n t e  teorema, bbs ico  pa ra  l a  demostracidn T E O R .  3. 1. 
I I 
. #  * e s  una ve r s idn  mod . - 1 .  
kc:' ;. 
-7 '  I I -. Hacemos n o t a r  que 1 .  do o r i g i n a l ,  por s  
1 I" - .  
r:4,, . 
8 ,  
2.7. T E O R E M A .  
i f i c a d a  de u n  teorema 
hemos e l iminado una d 
e r  e l l a  consecuencia  
de BERBERIA 
e  l a s  h i p 6 t e  
de l a s  r e s t a  
8 .  
: 1 
1 . ,  sea  3 una 
-para  todo  v e c t o r  5 
I 
I .  t onces ,  para  que e  
I 
- I '  ; 
'!I 
I 
I e s  necesa r io  y suf I .  
I 
para todo par de v 
. que e x i s t a  una con 
t r i b u  de p a r t e s  de u n  
de H ,  una medida f i n  
x i s t a  una medida PO s 
con jun to  T ,  
i t a  y p o s i t i  
ob re  3 t a l  
i c i e n t e  que s e  cumpla n '  l a s  r e l a c i  
e c t o r e s  E ,  s de H ,  y 
s t a n t e  a > 0 t a l  que 
N ( 4 ,  T h .  2 ) .  
s i s  d e l  r e s  
n t e s .  
y s e a  e E ( .  
va sob re  9 
ones  : 
n ( 0 )  
complejo c ;  




V6ase Ap.. B ,  T E O R .  1.4.  
Notas. 
1. Observese que l a  c o n s t a n t e  que apa rece  en (5 -c )  e s  p- 
dependien te  de l  argumento, en c o n t r a  a  l o  supues to  en ( 4 ) .  b 1  1 
2. Se prueba f t ic i lmente  que l a  medida PO de l  teorema, an t e -  > 
r i o r  e s  f n i c a .  
I n t e g r a l  de una func idn  Esca l a r  Respecto de unaMedidaOpera tor ia1 .  
2 
E n  e s t e  c a p i t u l o  hemos de  u t i l i z a r  con f r e c u e n c i a  i n t e g r a -  
l e s  del  s i g u i e n t e  t i p 0  
I f ( t )  d E ( t ) .  
T 
donde f  e s  una func idn  compleja d e f i n i d a  sob re  T ,  y E ( . )  e s  una 
nedida  PO sob re  una . t r i b u  de p a r t e s  de T.  
I 
2.8. T E O R E M A .  ( ( 4 ,  Th .  9 ) )  
Sea E ( . )  una medida OP sob re  una t r i b u  9 de p a r t e s  de T 
sea  u c ( . )  l a  rnedida p o s i t i v a  d e f i n i d a  por ( 4 ) .  En tonces ,  s i  
f : T + E e s  una func idn  9 -medible y aco tada  s o b r e  T ,  e x i s t e  u 
Gnico operador  A en L(H), t a l  que 
( 6 )  (A€, € 1  = I f ( t )  d p - l t l  . 
T 
para  todo  v e c t o r ' €  de H e  
2.9. De f in i c idn .  
E l  operador  A d e l  teorema precedente  s e  denomina l a  i n t e g r a l :  
de ' f s  r e s p e c t o  a  l a  medida PO E(.), y s e  l o  nota  
j f ( t )  d E ( i )  s A =. 
T I . ! .  8 .  
.f 
I - 
o  tambisn 
' I  
- 
I ' I .  ' 





I '. 0 - A l l ?  , 
A = f d E .  
T Pj :: I 
' .2.10. Proposicidn. 
I 
Para que una medida P 
es necesario y suficiente que 
0 de Bore1 
el operad 
se anule, para toda n-upla de 
j1 3 0, . , jn 9 0 0 que j 
Es una comprobaci6n i 
sobre Itn sea pluriarmbni&a 
- I 
enteros ( 
1 3  0, ... 
I j ,  j n ,  salvo que 
9 d n  4 O *  
nmediata. 
Representacidn Candnica de Funciones Operatorfales de Parte Real 
Positiva. 
3.1. TEOREMA. 
Si F : D~ + L ( H )  es una funci6n operatorial holomorfa y be 
parte real positiva en el polisemiplano D ~ ,  entonces existe una 
Inica medida PO pluriarmdnica E ( . )  sobre R ~ ;  y existen n+l operado 
res hermitianos Ao, A1, ..., A, tales que, 
A1 3 0, ..., A n  3 0 
y que, para todo punto (21,. . . ,zn) del polisemiplano'~n, se 
que czlAl+.. .+ZnAn+ y (9) F(Z~,- ,zn I I (2~(z~,t~). . 
R~ 
Los operadores A, R1, ..., An esttin unfvocamente determin 
dos por (9). 
Recfprocamente, si E ( . )  es una medida pluriarmdnica sobre 
Rn, y si A, A1 5 0, . . . , An + 0 son (ntl) operadores hermitianos; 
r 
entonces la funcidn F definida por (9) es holomorfa y de parte 
real positiva en el polisemiplano D ~ ,  
, A f i n  de a l i g e r a r  l a  n o t a c i b n  designaremos con  z a1 v e c t o ~  
Por  e l  LEMA 2.3.. f &.) es ho lomor fa  y de p a r t e  r e a l  p o s i -  
t i v a  en D ~ .  En consecuencfa ,  podemos a p l i c a k  e l  TEOR. 11.3.3. a 
l a  f u n c i b n  f E ( . ) .  En tonces  s x i s t e  una medida p l u r i a r m d n i c a  esca la  
r 5 ( . )  sob re  R ~ ,  y c o n s t a n t e s  r e a l e s  a o ( ~ ) ,  a l (~)bO,.  . . ,an(()bO 
n  Es f d c i l  v e r  que, p a r a  cada v e c t o r  z = (zl ,..., zn)  e D , 
a p l i c a c i b n  5  + fC(zl, ..., zn) es una fo rma c u a d r h t i c a  s o b r e  e l  esl 
c i o  de H i l b e r t  H. Por c o n s i g u i e n t e ,  y p o r  AP.B.(2-a) y (2 -b ) ,  s  
t i e n e n  l a s  f 6 r m u l a s  
pa ra  t o d o  p a r  de v e c t o r e s  6, n de H, y p a r a  t o d o  ndmero c o m p l e j o  r 
A p l i c a n d o  suces ivamente  l a  f 6 r m u l a  (11 )  a  l a s  f u n c i o n e s  
F' . I -  . 1JB;r.- I '  
n 
(13-b) 2f6(;)+2f (;) = 2i  a o ( ~ ) + 2 i  aO(n)+ 1 (2aj(~)+2a.(s) z j  + 
F t  9 j =1 
+ ( Z k ( ~ ~ , t ~ ) ~  -k(~,,,t~)-l) d(2~c+2~91(tlss • , 
n  
R~ * - 
Las f u n c i o n e s  que aparecen en 10s p r i m e r o s  miembros de l a s  
f 6 r m u l a s  ( 1 3 )  son i g u a l e s ,  p o r  l a s  f 6 r m u l a s  (12 ) .  Por  c o n s i g u i e n -  
t e ,  y en v i r t u d  de l a  u n i c i d a d  de l a  r e p r e s e n t a c i 6 n  d e l  TE 
E- - r e s u l t a n  l a s  r e l a c i o n e s  I  (14-a)-& a j ( 6 + s )  + aj(5-.I ' 2a.j(5) + 2 a j ( n )  , 
(15-a)  v F + q ( * )  + '&-,, ( 4  = 2 ~ 6 ( e )  + 2~, , ( * )  
Andlogamente, se o b t i e n e n  l a s  r e l a c i o n e s :  
(14-b)  a j ( c t )  1 c l 2  $: 
2 (15-b)  v C  1 1  r E ( i )  . . , - # .  -i- 
Por o t r a  p a r t e ,  se  o b t i e n e  de l a  f d r m u l a  (li), en 
d e l  TEOR. II.3.5., l a  r e l a c i d n  
n  
Re fE(zl,. . . s z  n  ) = 1 aj(c)xj+ p(rl,tl) . * P ( z ~ , ~ ~ ) Q ~ ( ~ ~ s *  j = l  A R" 
Poniendo il= ...= z n = l ,  e n ' e s t a  d l t i m a  r e s u l t a :  
Re ft(l,. .. .I) = al(€) + ... + a n ( € )  + 
I 
Asimismo, de (10) se o b t i e n e  
I R ~  f6(l, ..., l ) l  < Ift( ls..-, l) l  4 I F ( ~ s . . * s ~ ) ( ~ ~ I  
v e  (16)  y (17)  r e s u l t a n  las  d e s i g u a l d a d e s  
2 




. < an( .5)  4 a l e 1  
n 
i ' : '  donde a = n I F ( 1 ,  ..., 111 < +a. 
Las f d r m u l a s  ( 1 5 )  y ( 1 8 )  a s e g u r a n  e l  curnpl imiento  d e  l a s  
h i p 6 t e s i s  d e l  T E O R .  2 . 7 .  Por c o n s i g u i e n t e ,  e x i s t e  una u'nica m 
E ( . )  s o b r e  R ~ ,  t a l  4ue 
rE(M)  = (E(M)c, 0 9 I 
p a r a  t o d o  v e c t o r  5 ,  y t o d o  c o n j u n t o  d e  Bore1 M .  
Por o t r a  p a r t e  l a s  f 6 r m u l a s  ( 1 4 )  [ 1 9 )  p e r m i t e n  a p l i c a r  -,,
T E O R .  A P .  B .  1 . 3 .  
. .  . Por 10  t a n t o ,  e x i s t e n  n  o p e r a d o r e !  'ler a n o s  y p o s i t i v o s  -a 
A1, .  . . , A n  t a l e s  q u e ,  p a r a  t o d o  v e c t o r  5 de H ,  s e  cumpl en  1  a s  r e l a -  
a1(.5) = (AF, € 1  . * * -  . a n ( F )  = (AnE. € 1  
1ambi6n.  puede p r o b a r s e  sin d i f i c u l t a d  que  e x i s t e  u n  o p e r a -  
d o r  hermi t i a n o  A O ,  t a l  que  
a o ( h )  = (A0c, F )  L 7 %  
De l a s  r o r m u l a s  , ( l o ) ,  ( 1 1 ) .  ( 2 1 )  y ( 2 2 ) ,  s e  o b t i e n e  l a  s i -  
g u i e n t e  i g u a l d a d  
n 
,..., z , ) ~ . e )  = i ( A o h . ~ )  + 1 ( A f $ . t ) z j  + j=1 
t l )  * k ( ~ ~ . t ~ ) - l ) d p ~ ( t ~  9 s t n )  < 
I I 
Por a p l i c a c i 6 n  a  l a  fdrrnula  ( 2 3 )  de  l a  DEF. 2.9. y d e l  
l a r i o  d e l  teorema 12 .7  d e  ( 2 5 .  p6g.  296). results: 
I 
F(zl,. . . ,zn) = 1  Ao+zIA1+. 
A 
,IF.. - 62 - 
8 
que e s  l a  fdrmula de l a  t e s i s .  
La un ic idad  de l a  r e p r e s e n t a c i 6 n  (9), sert i  probada como c.0- 
r o l a r f  o  de l  teorema de i n v e r s i 6 n  ( ~ 5 a s e  C O R .  4 .5 . ) .  
La p a r t e  r ec fp roca  de l  teorema r e s u l t a  de l  s i g u i e n t e  t e o r  
I 
3.2. T E O R E M A .  
I S i  E ( . )  e s  una medida plur iarrn6nica  sob re  R ~ ,  y s i  l a  f u n -  c idn  F : D n  + L(H) e s t a  d e f i n i d a  por l a  s i g u i e n t e  i n t e g r a l  
I ( 2 4 )  F ( z l , .  . . , z n )  - 'I ( 2 k ( z l , t l ) .  . . k ( z n , t n ) - ' l ) d ~ ( t l , .  . . , tn )  
I R~ en tonces ,  F ( . )  e s  holomorfa,  y su p a r t e  r e a l  e s  l a  func i6n  opera  - 
I r i a l  posi  t i v a  U : D~ + L+(H) ,  dada por l a  s i g u i e n t e  exp re s i6n :  . 
Dernostracibn. 
I En primer l u g a r  observarnos,que l a s  i n t e g r a l e s  que aparece l  en 
l a s  f6rrnulas e x i s t e n  para  c u a l q u i e r  punto ( z l  ,. . . , z n )  d e l  p o l i s e m t  
plano D n .  Esto r e s u l  t a  f l c i l m e n t e  de l  T E O R .  2.8.  
Por D E F .  2.9. ,  de l a s  f6 rmulas  (24)  y ( 2 5 ) ,  s e  o b t i e n e n  l a s  
s i g u i e n t e s  
n p ( z l , t l ) ~ . ~ ( z n S t n )  d v E ( t l s . . - , t n )  I 
donde ME(.) e s  l a  rnedida d e f i n i d a  por ( 4 ) .  Dicha rnedida, por 
D E F .  2.5.,  e s  p lu r i a rm6n ica r  para  todo  v e c t o r €  de H o  
Por a p l i c a c i d n  d e l  TEOR. 11.3.5. a  l a s  i n t e g r a l e s  (26 )  
( 2 7 ) ,  se c o n c l u y e  que l a  f u n c i b n  fE(.) es h o l o m o r f a  en D~ 
su p a r t e  r e a l  es l a  f u n c i b n  t iE(.). Por  l o  t a n t o ,  en  
LEMA 2.3. y de l a  f 6 r m u l a  (3 ) ,  se i n f i e r e  que l a  f u n c i d n  o p e r a t o -  , 
r i a l  F ( . )  es ho lomor fa  y de p a r t e  r e a l  p o s i t i v a  e n  D ~ ,  y que - -  
Re F ( . )  = a h  . - I - I 
I- 
4. Fbrmula de I n v e r s i d n  y Teorema de U n i c i d a d .  
E l  o b j e t o  de e s t a  s e c c i 6 n  es  e x t e n d e r  a  f u n c i o n e s  o p e r a t o - <  ' 
r i a l e s  10s TEOR. 111.3.1. y TEOR. 111.3.5. 
duc1it-8 l a  u n i c i d a d  de l a  r e p r e s e n t a c i d n  de 
An tes  de a b o r d a r  e l  teorema p r i n c i  
E 4 es tab lece remos  l a s  s i g u i e n t e s  d e f i n i c i o n e s  &;' I ,  
4.1. Convergenc ia  d 6 b i  1  de Operadores.  (9, 
Se d i c e  que una. s u c e s i d n  g e n e r a l i z  
erge d g b i l m e n t e  a  un ope rador  A de L.(H), 
w - l i m A  = A ,  
y e r  Y 
l i m  ( A y l r n )  = ( A E , ~ )  
~ e r  
a r a  t o d o  p a r  de v e c t a r e s  E y n  de H. 
Para que una s u c e s i b n  g e n e r a l  i z a d a  
mente a1 o p e r a d o r  A de L(H),  es s u f i c i e n t e  
de H, se cumpla l a  r e l a c i d n  
, de 10s c u a l e s  se  de-  
! l a  s e c c i d n  p r e c e d e n t e  ' 
p a l  de e s t a  s e c c i 6 n ,  3- 
y lemas e l e m e n t a l e s .  
4.44) 
ada ( A  ) 
Y yer  en L(H) c o n  ' 
s i m b b l  i camen te :  
( A  c o n v e r j a  d e b i l - :  Y y e r  
que, p a r a  t o d o  v e c t o r  E. 
~ a s t a  a p l i c a r  l a  i d e n t l d a d  de p o l a r i z a c i d n  (30, ~ . 7 )  a  ( 2 8 ' )  
Si E(.) y i ( . )  son dos medidas PO de Borel sobre Rn, tal 
1 
respectivamente. Tales medidas son automdticamente regulares pues, 
por ser R n  localmente compacto, metrizable y separabl 
carse a tal efecto el teorema 2.18 de (24). 




consiguiente E(.) = E ( . ) .  
para cualguier conjunto de Bore1 de R~ todo vector r de H. Por 
4.4. TEOREMA. 
Sea F : D~ + L ( H )  la funcibn definida por la fdrmula ( 9 )  
I del TEOR. 3.1. - donde E(.) es una medida pluriarmbnica sobre R~ 

! 
Dlvidiendo por xl y tomando l l m i t e s  en ambos miembros dt!j'-i 
fbrmula precedente,  s e  obt iene:  .d 
1 E l  paso del l f m l t e  bajo s igno de i n t e b r a l  s e  j u s t i f i c a  
que l a  desigualdad I 
permite a p l i c a r  a1 e f e c t o  e l  teorema de l a  convergencia mayorada de 
Lebesgue. 4 
De t a l  modo, tenemos que 
1 l i m  ( ; ; - U ( X ~ , ~ , . . . . ~ ) E , C )  = ( A l ~ , ~ )  
X ++- 1 1 
! de donde, por e l  Lema 4.3 .  resul  t a  
Del mismo modo s e  prueban 10s r e s t a n t e s  l f m i t e s .  
4.5.  C O R O L A R I O .  
g ii 
- 
Del teorema precedente s e  obt iene.  fac i lmente  l a ' u n i c i d a d  d e  
l a  representac idn  ( 9 )  de toda funci6n o p e r a t o r i a l  de p a r t e  r e a l  pg. 
- 7 . i  
s i t i v a .  Con e l l o  quedard completada l a  demostraci6n del TEOR. 3.1. 




t ( 9 )  F(zl ,  ..., Z n )  = i Ao+ zlA1 + ... + znAn 
+ rI n ( 2 k ( z l , t l ) .  . . k ( z n , t , ) - l )  d ~ ( t ~ , .  . ,t,) , 
R, 
E ( . )  supongamos que existan dos medidas PO pluriarmdnicas E ( . )  y ' 
:(.) tales que satisfagan la ecuacl6n (9) para todo punto B (z~,.  . ,zn) del pol isemiplano D ~ .  Entonces, por (30-b) del teo- 
rema precedente, se tiene que, 'para toda e c(R~), la siguiente 
iqualdad 1 
C - I  coinciden. 
Operatoriales. 
I representacidn can6nica de las funciones escalares que fue obtenida en el TEOR. V.3.2. 
I En toda esta secci6n supondremos que H es un espacio de Hilbert munido de una conjugacidn 5 + r. Para la definici6n de 
te concept0 y propiedades elmentales, vgase AP.B. 3. .. 
La existencia de una conjugaci6n 5 + permite definir 10s 
conceptos de vector - real y de operador real. Se dice que un vector 
5 es real si = 5, y que un operador A es real si AE es un vector 
real para todo vector E real. 
5.1. Definici6n. 
Una funcidn operatorial F : D~ + L(H), definida en el poli-' -? 
semiplqno D ~ ,  se llama positiva real o impedancia operatorial, si 
posee las propiedades: 
2 1 
lomorfa en D ~ .  





del teorema pri 
5.2. - LEMA. (Pri 





punto (zl.. . . ,z 
. ,zn) es positi 
punto real (xl, 
n ) es real. 
s lemas serdn u 






: D~ + L(H) 
operador 
', el operad 
n la demostr 
satisface 1 as con- '1 




(33) F(z I, . . . ,q)  = F(zls ..., zn) . 
n I 
cualesquiera sea el punto (zls. . . ,z,) de D . 
Para  cada p a r  5 ,  TI de v e c t o r e s  r e a l e s  de H, sea 
: D~ + t l a  f u n c i 6 n  d e f i n i d a  p o r  
- 
(34)  fE,q(zl,. ,zn) = (F(zl,- ,~,,)c,n) 
Es f i i c i l  comprobar,  que l a  f u n c i 6 n  fCSn(.)  es h o l o m o r f a  y 
r e a l  en D". Entonces, p o r  e l  LEMA V . 1 . 4 . ,  se cumple l a  r e l a c i 6 n  
- 
f , n * * n )  = fC,n(zl,'"*,~n) 
. . 
De donde, p o r  (34) ,  se o b t i e n e :  
( F ( r f , *  * *  , ~ ) € , I I )  = * € 
F i n a l m e n t e ,  AP.B.3.9., de e s t a  i g u a l d a d  se o b t i e n e  l a  
i g u a l d a d  ( 33 )  de l a  t e s i s .  
l a s  c o n d i c i o n e s  enunc iadas  en d i c h o  teorema. Entonces,  par.a que l a  I 
f u n c i 6 n  F(.) sea p o s l t i v a  r e a l  en D ~ ,  es n e c e s a r i o  y s u f i c i e n t e  
se cumplan l a s  c o n d i c i o n e s :  
de Bore1 M, se cumple l a  r e l a c i d n  
E(-M) = E(M) . 
IDemos t rac ibn .  
Tomando con jugados en ambos miembros de l a  fd rmu la  ( 9 ) ,  e n  . 
v i r t u d  de AP.B.3.12., y l u e g o  s u s t i t u y e n d o  cada v a r i a b l e  z j  Par r 
se o b t i e n e  
- 
F . . . z )  = -iAo+z 
. * 
. De e s t a  fd rmula ,  p o r  l a  r e l a c i d n  
- 
k (E , t )  = k ( z , - t )  
que es f h c i l  o b t e n e r  de l a  d e f i n i c i 6 n  d e l  n f i c l eo  k ( z , t ) ,  r e s u l t a :  
11 
F , .  .. , )  = -iAo+zlAl+. . .+z n  A n + - ,n (2k(zl,-tl). .:.k(zn,-tn)-l]d~(tl,:. . ,tn) -I 
R~ I IP Efec tuando  e l  cambio de l a s  v a r i a b l e s  tl, ..., tn p o r  l a s  v f  
r i a b l e s  -tl,...,-tn, se o b t i e n e  de l a  P l t i m a  fd rmu la  !p 
A 
F (zl , . . . ,zn) = -IA,+~~A~+. . .+znAn+ ?; I (2k(zlStl)- o o k ( ~ n s t n ) - l )  dE(tl,- ;.,ti 
R" (36)  
donde E ( . )  es l a  medida d e f i n i d a  p o r  l a  r e l a c i d n  
A 
E ( M )  E( -M)  . e 
S i  l a  f u n c i 6 n  F ( . )  es r e a l ,  p o r  e l  LEMA 5.2., c o i n c i d e n  10s 
p r i m e r o s  miembros de l a s  fd rmu las  ( 9 )  y ( 3 6 ) .  Entonces,  p o r  e l  
A 
COR. 4 . 5 . ,  s e  i n f i e r e  que E ( . )  = E(M) que e q u i v a l e  a  l a  c o n d i c i d n  
(35-a) ,  y que se cumplen l a s  r e l a c i o n e s  (35 -b ) .  
.'Y 
Recfprocamente,  s f  se cumplen l a s  c o n d i c i o n e s  (35)  en tonces  
de l a  c o n f r o n t a c i d n  de l a s  f6 rmu las  ( 9 )  y ( 3 6 )  s u r g e  que l a  f u n c i d n  
F(.)  s a t i s f a c e  a  l a  c o n d i c i d n  (33) .  De donde, s i  (xl,.. . ,x - )  es  
p u n t o  r e a l  de on, r e s u l t a  que 
F(xl,* . ,xn) = F(xl,* * -  ,xn) 
0 sea que, la  f u n c i d n  F(.) es r e a l .  
5.4. TEOREMA. 
S i  F : D ~ + L ( H )  es una f u n c i d n  o p e r a t o r i a l  p o s i t i v a  r e a l  , 
Recfprocamente,  s i  10s e lementos  Q, AJ,.E(.) que aparecen 
l a  f b r m u l a  (37 ) ,  s a t i s f a c e n  a  l a s  p r o p i e d a d e s  enunc iadas  a )  b )  y 
en tonces  l a  f u n c i b n  F ' :  Dn + L(H) d e f i n i d a  p o r  (38 )  es una f u n c i 6 n  
p o s i t i v a  r e a l  en Dn. 
Demost rac ibn .  
m e d i a t a  d e l  TEOR. 3.1. y d e l  LEMA 5.4. Q - 
S i  en l a  fb rmu la  ( 9 )  ponemos Q = i A,, e n t o n c e s  Q e s  a n t i -  
h e r m i t i a n o  y r e a l -  En e f e c t o ,  de l a  h e r m i t i c i d a d  de A obtenemos 
Q* = (-1) A. = -Q , 
Como caso p a r t i c u l a r ,  p a r a  n  = 1, d e l  TEOR. 5 . 4 . ,  obtenem 
e l  TEOR. 1.2.  que re fo rmu lamos  en e l  s i g u i e n t e  c o r o l a r i o .  
5.5. COROLARIO. 
Sea F : D + L(H) una f u n c i d n  d e f i n i d a  s o b r e  e l  semip lano  b .  
Entonces  F ( . )  es p o s i t i v a  r e a l  s i  s 6 l o  sf, puede s e r  r e p r e s e n t a d a  
p o r  l a  f 6 r m u l a  
. 
(38) F l z l  = Q + zA + 
- 00 
, IpCFfm? JTC W m . ?  I- . , '. . I  
, I .. I 1  I I :;- 
un operador antlhermitiano real, A un operador real y 
1 positivo, y E ( . )  es una medida PO de Bore1 sobre R . 
Sdlo hay que probar que, la fdrmula (38) coincide con la 
0 
,- 
que se obtiene, como cas'o particular, de (37) . ,  
Por la definici6n del nfcleo k(z,t) se obtiene 
B 
: I FUNCIONES OPERATORIALES DE PARTE IMAGINARIA ACOTADA EN EL POLISEMIPLANO D ~ .  
I I n t r o d u c c i b n .  
E l  o b j e t o  p r i n c i p a l  de e s t e  c a p f t u l o  es  e x t e n d e r  a  f u n c i o n e s  
o p e r a t o r i a l  es  10s  teoremas de r e p r e s e n t a c i d n  c a n d n i c a  d e  f u n c i o n e s  
de  p a r t e  i m a g i n a r i a  a c o t a d a  en e l  p o l i s e m i p l a n o  dn, o b t e n i d o s  en  e l  
Cap. I V .  
;I 
Los  t eo remas  de e s t e  c a p f t u l o  t e n d r h n  a p l i c a c i d n  a  l a  demos :I 
I ' t r a c i d n  de  10s r e s u l t a d o s  p r i n c i p a l e s  d e l  Cap. I X ,  d e d i c a d o  a  l a  r e -  p r e s e n t a c i d n  e x p o n e n c i a l  de l a s  f u n c i o n e s  o p e r a t o r i a l e s  de  p a r t e  ima 
I g i n a r i a  p o s i t i v a .  En t o d o  e s t e  c a p f t u l o ,  como a s f  t a m b i e n  en  10s  s i g u i e n t e s  
- s e r d  supues to ,  s i n  menc idn  exp resa ,  que e l  e s ~ a c i o  de  H i l b e r t  c o m p l ~  I 
I j o  H  e s  s e p a r a b l e .  
I 1. I n t e g r a c i d n  de  F u n c i o n e s  O p e r a t o r i a l e s .  En e s t a  s e c c i d n  s e r a n  r e s u m i d a s ,  c o n  e l  o b j e t o  de  f i j a r  l a  
I t e r m i n o l o g i a  y l a  n o t a c i d n ,  l a s  n o c i o n e s  b d s i c a s  de  l a  t e o r f a  de l a '  i n . t e g r a c l 6 n  de  f u n c i o n e s  o p e r a t o r i a l e s  r e s p e c t o  a  una med ida  e s c a l a r .  - 
I Para  una e x p o s i c i 6 n  mhs d e t a l l a d a  vgase  e l  A p g n d i c e  C. 
1.1. D e f i n i c i d n .  
Supongarnos que ( T , %  , r )  sea un e s p a c i o  de med ida  c o m p l e t a  y 
s igma f i n i t a .  En n u e s t r o  caso  s e r h  T = R ~ ,  3 es  l a  t r i b u '  de  10s  c o n  
j u n t o s  m e d i b l e s  Lebesgue y es  l a  med ida  de Lebesgue.  
Una f u n c i d n  o p e r a t o r i a l  F : T + L(H)  se l l a m a  d e b i l m e n t e  
m e d i b l e ,  s i  l a  f u n c i 6 n  e s c a l a r  (F ( . )& ,n ) ,  p a r a  t o d o  p a r  de v e c t o r e s  
c ,  nde H, es m e d i b l e .  
1.2. LEMA. 
I S i  F  : T + L(H)  es  d e b t l m e n t e  m e d i b l e ,  e n t o n c e s  l a  f u n c i d n  IF(.)] es  m e d i b l e .  
I D e m o s t r a c i b n .  
AP c -  2.2 
I 'T'7 - 
Se l l a m a  norma e s e n c i a l  de una f u n c i d n  o p e r a t o r i a l  F:T+L(J] 
a 1  supremo e s e n c i a l  d e  l a  f u n c i d n  e s c a l a r   IF(.)^, y se l a  n o t a  . 
I IF I  1,. 
La f u n c i d n  F  : T  + L(H)  se denomina e s e n c i a l m e n t e  acotada.. 
s i  s u  norma e s e n c i a l  es  f i n i t a .  
1.4. TEOREMA. 
S i  f : T  + E es  una f u n c i d n  e s c a l a r  i n t e g r a b l e ,  y s i  
I. 
G : T +  L.(H) es  una f u n c i d n  d g b i l m e n t e  m e d i b l e  y e s e n c i a l m e n t e  aco-% 
t a d a ,  e n t o n c e s  l a  f u n c i d n  o p e r a t o r i a l  f ( . ) G ( .  ) es  d d b i l m e n t e  
b l e ,  y e x i s t e  un  C n i c o  o ~ e r a d o r  A  en  L ( H )  t a l  que, 
p a r a  t o d o  p a r  de v e c t o r e s  6, n de H. 
Demos t rac idn .  
Vgase TEOR. A P . C .  3.1. y Prop .  A P . C .  2.8. 
S i  f : T  + t y G : T  + L(H) son  l a s  f u n c i o n e s  d e l  TEOR. 
e n t o n c e s  e l  o p e r a d o r  A,  cuya  e x i s t e n c i a  asegu ra  d i c h o  teorema,  se . 
denomina l a  i n t e g r a l  d 6 b i l  ( o  P - i n t e g r a l )  de l a  f u n c i 6 n  f ( . ) G ( . )  
r e s p e c t o  a  l a  med ida  , y se  l a  n o t a  
La s i g u i e n t e  n o t a c i d n  es d t i l  p a r a  a b r e v i a r  l a  e s c r i t u r a .  
1.6. N o t a c i 6 n .  
c i a l m e n t e  a c o t a d a  ( r e s p e c t o  a  l a  med ida  de Lebesgue de R ~ ) ,  e n t o n  
c e s  d e f i  n imos  
- 
I 
para  toda n-upla ( j l , .  . . , j n )  de e n t e r o s .  
I Nbtese, que l a  i n t e g r a l  que apa rece  en ( 2 ) ,  e x i s t e  por TEOR.  1.4. 
I 
I E l  s i g u i e n t e  teorema sera  u t i l i z a d o  en l a  demos t rac idn  d 
TEOR. 3.1. 
2.1. T E O R E M A .  
S i  V : D~ + L ( H )  e s  una func idn  o p e r a t o r i a l ,  d e f i n i d a  s b ~  
bre  e l  po l i semip lano  D ~ ,  que s a t i s f a g a  a  l a s  s i g u i e n t e s  condic ione 
A n para todd  punto z  = (z  l , . . . , z n )  e D , e l  operador  V(z) 
111 Y.: 4 s  hermi t iano .  
( 3 )  (11) sup { I V ( ; ) I :  ; e ~~3 = M < +-. 
(111) para  todo v e c t o r  E de H ,  l a  func idn  (V( . )S ,S)  e s  p l u r i  
arm6nica en D n .  
q.--, Entonces, l a  func idn  V( . )  adml t e  l a  s i g u i e n t e  r e p r e s e n t a c i d  1 1 X (4 )  V(zl, ..., zn) = -  ... 2 G(tl,. . . ,tn)dtl.. . d t  n I .  rn I In  iX+(yl-tl)2 xi+ (Y ,-tn 
I donde l a  func i6n  G : D n  + L ( H ) ,  m esenc ia lmente  b n i c a ,  posee l a s  s i -  
g u i e n t e s  propiedades:  
I ( a )  La func idn  G(.) ' es  deb i lmente  medible en R". 
A 
I (b )  Para c a s i  todo punto t = ( t l , .  . . , t n )  e R ~ ,  e l operador  G ( t l , .  . . , t , )  e s  hermi t iano .  
x5) ( c )  Para c a s i  todo punto s R ~ ,  l~(i) l  < M < +-• 
(d )  Para toda n-upla de e n t e r o s  ( j l , .  . . , j,) , s a l v o  l a s  que 
- . . 
presen tan  ninguna v a r i a c i d n  de s i g n o ,  s e  cumplen l a s  
r e l a c i o n e s  , I 
1 
1 -. 
I ( G )  = 0 . 1. j l , . . . , j n  - n 
I 
I n e s  ( a ) ,  ( b ) ,  ( c )  y ( d )  d e  ( 5 ) s  e n t o n c e s  l a  i n t e g r a l  ( 4 )  d e f i n e  U I  f u n c i b n  V : D~ -+ L(H) q u e  p o s e e  l a s  p r o p i e d a d e s  ( I ) ,  ( 1 1 )  y ( 1 1 1 )  
d e  l a  f b r m u l a  ( 3 ) .  j r ~  I 
I I -:a . c -. b 
D e m o s t r a c i 6 n .  
P '1 
I -4 
( I )  P a r t e  D i r e c t a .  I 
C o n s i d e r e m o s  una  b a s e  o r t o n o r m a l  ( e k )  d e l  e s p a c i o  d e  H i l b e r t  
I H y s e a ,  p a r a  t o d o  p a r  d e  n f m e r o s  n a t u r a l e s  j ,  k ,  l a  f u n c i d n  d e f i -  n i d a  s o b r e  D~ 
v j k ( * )  = ( V ( * ) e k ,  ' j )  
A 
La m a t r i z  ( v j k ( ; ) ) ,  p a r a  t o d o  z  e D n ,  es l a  m a t r i z  d e l  
r a d o r  Y(;) e n  l a  b a s e  d a d a .  E n t o n c e s  p o r  ( 3 - ( 1 1 ) )  y e n  v f r t u d  d e l  
- 
TEOR. A P . B .  2 . 4 . ,  se  c u m p l e  l a  d e s i g u a l d a d  
P  9  
A 
P  9 
( 7 )  1 1 v j k ( z )  C j  4 ( 1 l cJ l  ) 2 1.2 , 5 ( 1 l d k l  j=1 k - 1  j=l k = l  ; :T 
p a r a  t o d o  p u n t o  z  e D n  y t o d o  p a r  d e  
y d l  ,. . . , d  d e  nGmeros c o m p l e j g s .  q 
I P o r  o t r a  p a r t e ,  d e  l a  f d r m u l a  es  una  c o m b i n a c i d n  l i n e a l  d e  
c o n s i g u i e n t e ,  y e n  v i r t u d  d e l  C O R .  I V . 4 . 2 . ,  e x i s t e  e l  l imi.te I 
n  p a r a  t o d o s  1 0 s  p u n t o s  ( t l , .  . . , t n )  e R \ N j k ,  d o n d e  N j k  es un c o n -  - 
I lI[ld- . r- :-j u n t o  d e  m e d i d a  d e  L e b e s g u e  n u l a . ,  
S e a  N l a  u n i d n  d e  t o d o s  10s c o n j u n t o s  Njk  c u a n d o  1 0 s  s u b -  
f n d i c e s  j , k  t oman  t o d o s  1 0 s  v a l o r e s  p o s i b l e s .  E n t o n c e s ,  N t a m b i 6 n  
es d e  m e d i d a  n u l a ,  p u e s  e s  l a  u n i d n  n u m e r a b l e  d e  c o n j u n t o s  d e  med i -  
d a  n u l a .  





(71 ,  en v i r t u d  de ( 8 ) .  obtenemos l a s  s i g u i e  
P  q  P  9  
2  1 /2  1 1 ,I gjk(:) C j  ;lkl < M( 1 l c j l  . ( 1 l d k l  j = 1  k = l  j = l  k = l  
que son v d l i d a s  pa ra  t o d o  t = (tl,. . . ,tn) e R n \  N,y t o d o  p a r  de 
suces iones  f i n i t a s  cl, ..., c  P  y dl, ". ,d de ndmeros c o m p l e j o s .  9  
Entonces,  p o r  l a  p a r t e  d i r e c t a  d e l  TE0R.AP.B. 2.4., e x i s t e ,  
p a r a  t o d o  p u n t o  t e Rn\ N, un  operador  G ( t )  e L(H),  t 'a l  que 
A A ( l o ) .  (G(t)ek, e j ) = g k j ( t )  k=1,2,. .. 4. .  j=1,2 . * 
1 .  
A 
Conv iene e x t e n d e r  l a  d e f i n i c i d n  d e . l a  f u n c i d n  ; + G ( t )  a 5 
t o d o  e l  e s p a c i o  R ~ ,  a t r i b u y 6 n d o l e  ' e l  v a l o r  0, en t o d o s  10s p u n t o s  : 
d e l  c o n j u n t o  e x c e p c i o n a l  N. 
A c o n t i n u a c i d n  demostrare.mos que, p a r a  c a s i  t o d o  p u n t o  
( t 1  t )  de. R ~ ,  se cumpl e  4 - 
' d p  
(11 )  w - l i m  V(xltjtl 9 -  ,x n + i  tn 
. 
= G(tl,".,t,) (x, , . . . ,xn)+(+0,. . . ,to) 
L 
L I 
(La w q  & d e i e a e  a  111im' S - i g n i f i c a  q u e - I i . c o n v e r g e n c i a  es  en e l  
s e n t i d o  de l a  t ~ . ~ o l o ~ f a  de l a  c o n v e r g e n c i a - d 6 b i l  d e l  e s p a c i o  L (H) .  
. A  t a l  e f e c t o ,  b a s t a  a p l  i c a r  e l  TEOR. A P . B .  4.4.. en r a z d n  
de que, p o r  ( 6 ) ,  (8 )  y ( 1 1 )  se cumple l a  r e l a c i 6 n  
. . 
(12 )  ' 5- (V(xltl tl ,.* ,xn+it, Iek,el) = (G(tl, ,tn)ek,ei ; (xl. . . ,xn)+(+O,. . . ,to) 
J 
que asegura,  con jun tamen te  con (3 -11 )  e l  c u m p l i m i e n t o  de l a s  h i p 6 -  
t e s i  s  d e l  p r e c i  t a d 0  teorema. I 
- 
De l a  f 6 r m u l a  ( l l ) ,  se deduce f t i c i l m e n t e  que l a  f u n c i d n  G(.) 
s a t i s f a c e  a  l a s  c o n d i c i o n e s  (5 -a) ,  ( 5 - b )  y ( 5 - c ) .  
Para t e r m i n a r  l a  p rueba de e s t a  p a r t e  d i r e c t a ,  de f i namos  
l a s  f d r m u l a s  
( 1 3 )  
- t  ' 
respec t ivamente .  3 
La func idn  v g ( . )  e s  armdnica,  r e a l  y aco tada  por ( 3 ) .  , 
- r a  c a s i  todo punto ( t ,  ,..., t.), p o r  ( 1 1 ) '  s e  cumple: I 
(14)  1  irn v g , l x l + l  t l  (xl,. . . ,xn)+(+O,. . . , to) 
De l o  que r e s u l t a n ,  en v i r t u d  de l  COR.IV. 4 .2 . ,  l a s  rel! 
c iones  
I1 I -- -- para toda n-upla ( j l , .  ... , j n )  de  e n t e r o s  saTvo que j > 
. . 
o  que j1 < 0 ,  . . . , j n  < 0. 
Finalmente ,  de (15)  y ( 1 6 ) .  por DEF. 1 .5 . ,  ~ e ~ o b t i e n e  .-t. 
fdrmula ( 4 )  y l a  condic idn  (5-d) de l a  t e s i s  de l  teorema. L; 
(11)  P a r t e  Recfproca.  
- 
Supongamos que G .: R" + L(H) e s  una func idn  dada que s a t i s -  
f a c e  a  l a s  condic iones  ( 5 )  de l  enunciado de l  teorema; y que 
V : D~ + L ( H )  e s  l a  func idn  d e f i n i d a  por l a  i n t e g r a l  ( 4 ) .  Ndtese 
que e s t a  Q l t i m a  e x i s t e  en v i r t u d  de l  T E O R .  1.4 .  
I S i  v E ( . )  y g g ( . )  son l a s  func iones  d e f i n i d a s ,  a  p a r t i r  de  l a s  func iones  dadas V( . )  y G ( . ) ,  por l a s  fdrmulas  ( 1 3 ) ,  en tonces  
I s e  curnplen l a s  r e l a c i o n e s  (15)  y (16) en raz6n de  1; f6rmula ( 4 )  3 l a  h i p d t e s i s  (5-d).  
Las fdrmulas  (15) y (161,  por l a  p a r t e  r e c f p r o c a  de l  T E O R .  
condic ibn  (3-111) .  Por o t r a  p a r t e ,  de ' la  f6rmula ( 1 5 ) ,  por ( 5 - c ) ,  
e s  f S c i l  ver  que 
:4 
para  todo punto ; de D~ t'odo v e c t o r  & de H .  De donde r e s u l  t a  f a -  
c i lmen te  que l a  func idn  V( . )  s a t i s f a c e  l a s  cond ic iones  3-11 y  
3 - 1  de l  enunciado.  ~~/[l~llm-;l~.; - *:+dl; .. . 
Queda asT demostrado e l  teorema. 
' C '  
, I  
II I 
2.2 .  T E O R E M A .  
S i  G : R~ + L(H) e s  una func i6n  que s a t i s f a c e  a l a s  condi-  
c l o n e s  ( 5 - a ) ,  (5-b)  y  ( 5 - c ) ,  y s i  V : d n  + L(H) e s  l a  func idn  d e f i -  
n ida  por l a  fdrmula ( 4 ) ;  en tonces ,  para  c a s i  todo  punto ( t l ,  ..., t,,) 
de R ~ ,  s e  cumple l a  r e l a c i d n  
(La l e t r a  w que precede a  " l i !n" ,  s i g n i f i c a  que l a  convergenc ia  es 
r e l a t i v a  a  l a  t o p o l o g f a  de l a  convergencia  d 6 b i l  d e l  e s p a c i o  L ( H )  
Demostracibn. 
S e a  ( e k )  una base ortonormal de l  e s p a c i o  de H i l b e r t  H ( D l -  
cha base e s  numerable por l a  s e p a r a b i l i d a d  de H). . I 
Para probar  e l  teorema,  e s  s u f i c i e n t e  demos t ra r  que ,  en j] 
v i r t u d  de  T E O R .  A P . B .  4.4 . ,  s e  v e r i f i c a n  l a s  s i ~ i e n t e s ,  condic iones :  
',.A. .. I . I. 
I I  . 1. 
I. ' C  8 I 
(18)  ( b )  l im(V(xl+iyl ;  ..., 
( x ~ , * * * , x ~ ) < + O , ~ . * , + O )  , 
para todo par de f n d i c e s  R ~ ,  exceg  









La d e s i g u a l d a d  (18-a)  r e s u l t a  de ( 5 - c )  y de l a  mayorac idn  .- 
que se o b t i e n e  f b c i l m e n t e  de l a  f 6 r m u l a  ( 4 ) .  
Para p r o b a r - ( ] , ~ - b i ,  rons ide remos  l a  s i g u i e n t e  e x p r e s i 6 n 1  
. .  
I .  
X 1 1  2{G( t l s * - .  s t  ) e  )dtl-• 
n k j  
(19)  
que se o b t i e n e ,  p o r  d e f i n i c i b n  de i n t e g r a l  o p e r a t o r i a l ,  de l a  f b r -  
mu la  ( 4 ) .  
Entonces,  p o r  a p l i c a c i d n  d e l  TEOR. I V .  3.1. a  l a  f b r m u l a  
(19) ,  se o b t i e n e  que 
7 
p a r a  t o d o  p u n t o  (tl, .'. , t n )  de R ~ ,  s a l v o  10s  que p e r t e n e c e n  a  un con 
-
j u n t o  d e s p r e c i a b l e  N j , k m  
S i  con N s imbo l i zamos  a  l a  u n i 6 n  de 10s N j ,k '  e n t o n c e s  e l  
c o n j u n t o  N es d e s p r e c i a b l e .  
c i a ,  
2.3. 
TEOR. 
(20 )  
p a r a  
Por l o  t a n t o ,  se cumple l a  r e 1  
queda probado e l  teorema. 
COROLARIO. 
Sean l a s  f u n c i o n e s  G ( . )  y V( . )  
2.2. Entonces,  p a r a  que se cump 
V(r1,.. .,zn) * V 
t o d o  p a r  de pun tos  (zl, . .zn) Y 
como 
l a  que 
n  e l  enunc iado  
a;) 
,z;) en e l  p o l  
nsecuen- 
. - 
no D", es n e c e s a r i o  y  s u f i c i e n t e  que se cumpla 
(La  n o t a c i 6 n  A-B s i g n i f i c a  A conmuta c o n  B ) .  
I D e m o s t r a c i b n .  ( 1  Supongamos que se cumpla  ( 4 1 )  y sea G k  : D~ + L (H)  l a  f u v -  
c i 6 n  d e f i n i d a  p o r :  
G k ( t  l , * * .  , 1 1 tn) = V ( p i t l , .  . . , p i t n )  , 
donde k  es  un  e n t e r o  p o s i t i v o  a r b i t r a r i o .  
En tonces ,  tenemos que, p a r a  t o d o  p a r  de p u n t o s  (tl,. . . , 
y (t i ,  ..., t;) de R~ t o d o  p a r  de f n d i c e s  k, j, se cumple :  
( 22 )  Gk(tlS.. St,) . G j ( t i s .  st;) = G j ( t i s -  st;) .Gk ( t l , -  s t n  
P n r  o t r a  p a r t e ,  p o r  e l  teo rema p r e c e d e n t e ,  se t i e n e  
w - l i m  Gk( t l , .  .. ,tn) = 
k++w n  
s a l v o  10s  p u n t o s  de un c o n j u n t o  d e s p r e c i a b l e  N. 
Tomando l t m i t e s  en  a.mbos miembros  de l a  f 6 r m u l a  ( 2 2 ) ,  o b t e -  
nemos p o r  (23 )  y [ 9 ,  4.451, l a  r e l a c i 6 n  
(24 )  G(tl,. .. Stn)  G ( t '  . . ,tA) = G j ( t i , .  0 -  St:) G(tlsg * -  s t n )  j 1' E 
D e l  mismo mod0 que, a p a r t i r  de ( 2 2 ) ,  o b t u v i m o s  ( 2 4 ) ,  se:!, 
p rueba  que, a  p a r t i r  de  ( 2 4 ) ,  v a l e  l a  r e l a c i 6 n  ( 2 1 )  de l a  t e s i s .  
( 11 )  La  p a r t e  r e c i p r o c a  d e l  t eo rema  se o b t i e n e ,  de f o rma  i n m e d i a -  I&.: 
t a ,  d e l  TEOR. AP.C. 4.4. :!w 
3. R e p r e s e n t a c i d n  de  F u n c i o n e s  O p e r a t o r i a l e s  de P a r t e  I m a g i n a r i a  ' ,  :. - 
P o s i t i v a .  
E l  TEOR. 3.1. y e l  LEMA 3.2. s i g u i e n t e s  s e r a n  u t i l i z a d o s  en 
I l a  p rueba  d e l  TEOR. 3.3. que  es  e l  p r i n c i p a l  d e  e s t e  c a p f t u l o .  
I 
I in..,,. A'A- 1 B r 9 
3.1. TEOREMA. 
I ' 'I Si F : D n  + L(H) es la funcidn definida en e'i poiisemipla Dn ppdr la f6rmula 
G(tl 9 Stn) 
(25) F(zl ,. . . ,zn) = A+ - n I (2k(zl,tl)***k(znstn)-l) 2 dtl. ..dtn - ai = R~ (l+t$. . . (l+tn) 
P -:' i 1 
C; donde A es un operador hermitiano y G : R ~ +  L ( H )  satisface a las - 
condiciones (5)(a), (b), (c) y (d) del enunciado del TEOR. 2.1.; 
entonces F(.) es holomorfa en D ~ ,  y su parte imaginaria V(.) posee 
las propiedades (3)(I)(II) y (111) de.dicho enunciado y admite la 
representacidn. 
1 (26) V(zl,.. . ,zn) = 'n G(tl,. . . ,tn)dtl.. .dtn. 
' ' x;t(yn-tn)2 
Demostraci6n. 
En primer lugar, observemos que la integral d e  la f6rmula 
(25) existe por el TEOR. 1.4. r. 
Sean, para todo vector E de H, las funciones fE(.) y vC(.). 
I- 
definidas sobre D" por las fdrmulas I 
Entonces, 
guiente 
donde aE = (ALE), 
de las fdrmulas (25) y (27), s e  obtiene la 
y la funci6n g E  : R~ + R estt definida por 
5 n 
De esta dltima f6rmula y de las condiciones (5) resulta que 
gE(.) es una funcidn real d e  la clase L-(R~) que satisface a la I 
*--. 
. 
'177 1 rnw1*i 
g;\ 1 , * * . , t n )  
t l )  * * *  q j  ( i t n )  d t  l . . . d t n  I O 9 
n 2  2  ( l + t l ) .  . . ( l + t n )  
para  toda n-upla ( j l ,  . . . , j n )  de e n t e r o s  e s p e c i f i c a d o s .  
Por l o  t a n t o ,  l a  func idn  g E ( . )  s a t i s f a c e  a  l a s  h i p d t e s i s  
d e l  T E O R .  IV.2.3. E n  consecuencia  l a  func i6n  f 5 ( . ) ,  por ( 2 8 ) ,  e  
holomorfa en D n ,  y su p a r t e  imag ina r i a  v - f  . l  admite  l a  s i g u i e n t e  
p r e sen t ac i6n  
1 ... 
vE (zl,* ,zn) - 'n 2  2  2 2 5  1' g ( t  . . . , tn)dtl . .  . d tn  . n n x +(y -t ) R 1 1 1  x n + ( ~ n - t n )  - 
9 'a 
Esto s i g n i f i c a  que l a  func i6n  F ( . )  e s  holomorfa en D n  y  que j 
I s e  cumple l a  r e l a c i 6 n  (26 )  de l a  t e s i s .  1 Finalmente ,  de l a  p a r t e  r e c f p r o c a  de l  T E O R .  2.1. y  de l a  
I f6rmula ( 2 6 ) ,  s e  concluye que l a  func idn  V ( . )  s a t i s f a c e  a  l a s  condl-  1 c i o n e s  ( 3 ) ( 1 ) ,  (11)  y  (111 ) .  
I E ,%.K:! 3.2. - L E M A .  
A 
S i  l a s  func iones  o p e r a t o r i a l e s  F : D n  + L(H) y  F : D n  + L(H) 
I A son holomorfas en e l  po l i semip lano  D n ,  y s i  Im F ( . )  = In  F ( . ) ,  '1 
donde A e s  u n  operador  hermi t iano  c o n s t a n t e .  
I Demostraci6n. A 
Sea R : D~ + L(H) l a  func idn  R ( . )  = F( . )  - F ( . ) .  Entonces,  
I R(.)  e s  holomorfa en D n  su p a r t e  imag ina r i a  e s  i dgn t i camen te  nula.  
Por l o  t a n t o ,  para todo  v e c t o r  5 ,  l a  func idn  e s c a l a r  ( R ( . ) s , E )  toma 
I s61o v a l o r e s  r e a l e s  sob re  D n .  E l l 0  impl ica  que t a l  f unc i6n  e s  cons- 
t a n t e ,  y  por c o n s i g u i e n t e  
I ( R ( z ~ , .  . . , z ~ ) E , E )  = (As,s)  
I donde A = R ( l ,  ..., 1) .  
L 
7 - 7 - . -  - r .  r 84 - 
i De e s t a  d l t i m a  r e l a c i d n  r e s u l t a  f h c i l m e n t e  que l a  f u n c  R ( . )  es cons tan temen te  i g u a l  a1 o p e r a d o r  h e r m i t i a n o  A. E l l o  i m p l i -  ca, p o r  d e f i n i c i d n  d e . R ( . ) ,  e l  cump l i rn ien to  de ( 3 0 ) .  
3.3. TEOREMA. 
3 
S i  F  : D~ + L(H) es una f u n c i d n  h o l o m o r f a  y de p a r t e  i m a g i  
n a r i a  aco tada  en e l  p o l i s e m i p l a n o  D ~ ,  en tonces  F ( . )  a d m i t e  l a  s i -  
g u i e n t e  r e p r e s e n t a c i d n .  
G(tl,. " 'ti) 
(31)  F(zlS. . . ,z,) = A+ , J (2k(zl ,tl)** *k(zn.,tn)-l) 2  
= Rn (l+tl). . . ( l + t  
donde A es un ope rador  h e r r n i t i a n o  ( d n i c o ) ,  y G : R~ + L*(H) es una 
f u n c i 6 n  o p e r a t o r i a l ,  esenc ia l rnen te  b n i c a ,  que s a t i s f a c e  l a s  s i g u i *  
t e s  c o n d i c i o n e s :  Fr 
- I 
(a )  La f u n c i d n  G(.) es  d e b i l m e n t e  medib l 'e  en' R ~ .  
(b)  Para  c a s i  t o d o  p u n t o  (tl,. . . , t n )  e R~ eel o p e r a d o r  G ( t l  ,. . . ,tn) 
es h e r m i t i a n o .  
( c ]  La f u n c i 6 n  G(.) es e s e n c i a l m e n t e  aco tada  en Rn. 
(d) Para t o d a  n - u p l a  (jl,. . . ,jn) de e n t e r o s ,  en l a  que e x i s t a  a1 I 
nos una v a r i a c i d n  de s igno ,  se cumple l a  r e l a c i 6 n  
ljl,*oa,jn ( G )  = o . 
I RecTprocamente, s i  A es un o p e r a d o r  h e r r n i t i a n o  y G : D"+L(H) . s a t i s f a c e  l a s  c o n d i c i o n e s  ( a ) ,  ( b ) ,  ( c )  y ( d )  p receden tes ,  e n t o n c e s  
l a  f u n c i d n  F ( . )  d e f i n i d a  p o r  (31 )  es  ho lomor fa  y de p a r t e  i m a g i n a r i a  
I aco tada  en D ~ .  . C 
Demost rac ibn .  
(I) P a r t e  D i r e c t a .  
Sea V ( . )  = I m  F( . ) ,  en tonces  es f d c i l  ver que V ( . )  s a t i s f a c e  
1as c o n d i c i o n e s  (I), (11)  y (111) d e l '  TEOR. 2.1. Por  l o  t a n t o ,  l a  
f u n c i d n  V ( . )  a d m i t e  l a  r e p r e s e n t a c i d n  ( 4 )  y l a  f u n c i d n  G(.)  que apa- 





I y ( d )  d e l  enunc iado d e l  p r e s e n t e  teorema.  
I Sea : Dn + L(H) l a  f u n c i 6 n  d e f i n i d a  p o r  l a  f d r m u l a  . 
I 
cn tonces ,  p o r  e l  TEOR. 3.1., l a  f u n c i d n  F ( . )  es h o l o m o r f a  en Dn, y 
A 
I m  F(zl ,..., zn)  = V(zl, ..., z  ) = n  
- 1 X1 X 
 - . . . 
n  
n  jRn ~ ~ t ( ~ - t ~ ) ~  xn+ ( ~ ~ - t ~ )  2  
G( t l ,  ..., t n ) d t  1. . .dtn 
De e s t a  f d r m u l a  y ( 4 ) ,  se o b t i e n e  que I 
1m ;(.) = 1m F ( . )  I 
A p l i c a n d o  a  e s t a  r e l a c i d n  e l  LEMA 3.2. se deduce que e x i s t e  un  ope- 
n  
r a d o r  h e r m i t i a n o  A, t a l  que, p a r a  t o d o  (zl, ..., z,) de D , se cumple: 
h=' l ' -a A 1)': 
(33 )  F ( Z ~  ,..., z n  ) = A + F \ Z  zn )  E 
D e . ( 3 2 )  y  (33 )  se o b t i e n e  l a  f d r m u l a  (31 )  de l a  t e s t s ,  y 
queda asF demostrada l a  p a r t e  d i r e c t a  d e l  teorema.  F 
(11)  P a r t e  Rec fp roca .  
Es consecuenc ia  i n m e d i a t a  d e l  TEOR. 3.1. 




-.. (31)  r e s u l t a  f t i c i l m e n t e  d e l  TEOR. 2.2. 
4. F i  - -' - h s  Opera to r * '  ' 
- ; de T i p o  E s p e c i a l .  
I 
$ - 
En e s t a  s e c c i d n  haremos l a  s u p o s i c i d n  que e l  e s p a c i o  de 
-- . 
H i 1  b e r t  H e s t d  do tado  de una c o n j u g a c i d n  F + 5 .  
I E l  s i g u i e n t e  lema s e r d  u t i l i  - ' n l a  p rueba d e l  TEOR. 4.2. 
I S i  u n a  f u n c i 6 n  F  : D" L(H) es h o l o m o r f a  e n  D n ,  y s f ,  p t o d o  p u n t o  r e a l  ( x l  ,..., x  ) d e -  D\ e l  o p e r a d o r  F ( x 1 ,  ..., x n )  es R n  
I m i t i a n o ,  e n t o n c e s  se  c u m p l e  l a  r e l a c i 6 n  
( 3 4  d F ( 3 ,  ... , z n )  = F * ( z l ,  ... , z n )  
I . I  
'z ) d e  D n ,  p a r a  t o d o  p u n t o  ( z l ,  ..., n  
Es f h c i l  v e r  q u e  l a  f u n c i b n  f 5 ( . )  = ( F ( . ) E , F ) .  p a r a  t o d o  : 
t o r  5  e H ,  s a t i s f a c e  l a s  h i p 6 t e s i s  d e l  LEMA V.1.4. P o r  l o  t a n t o -  
p a r a  t o d o  ( z l , .  . . , z n )  d e  D n  " a l e  l a  r e l a c i d n  
f ( ( z l  ,..., 2,) 
. 
a s e a  q u e  . a 
% . brn F . +, 
- !I ;+- ( F ( z l , * *  , z n ) € , 6 )  -= ( F ( z 1 , * - *  , Z n ) 5 , 5 )  
De e s t a  B l t i m a  r e l a c i b n ,  se  o b t i e n e  l a  f d r m u l a  ( 3 4 1  d e  l a  .- -. - 
t e s i s .  I 
p r o p i e d a d e s :  
( I )  F ( . )  e s  h o l o m o r f a  e n  D n .  
( 1 1 )  V ( . )  = Im FC.) e s t d  a c o t a d a  e n  D n .  . 
I ( 1 1 1 )  P a r a  t o d o  p u n t o  r e a l  ( x l , .  . . , x n )  d e  D n ,  e l  o p e r a d o r  F ( x l ,  ..., x,) es  h e r m i t i a n o .  
I ( I V )  P a r a  t o d o  p u n t o  r e a l  ( x ~ , .  . , x n )  he t l n ,  e l  o p e r a d o r  F ( x ,  ,..., x,) e s  r - e a l .  A II : I  . I 1 ,  
E n t o n c e s  l a  f u n c i d n  F ( . )  a d m i t e  l a  r e p r e s e n t a c i d n  
L -\ -.-  - - . . -  
I 
I 
I donde A es un ope rador  h e r m i t l a n o  y r e a l ,  y l a  f u n c i d n  G : D ~  + ~ ( t  
I s a t i s f a c e  a  l a s  s i g u i e n t e s  c o n d i c i o n e s :  (a )  La f u n c i d n  G(.) es d g b i l m e n t e  m e d i b l e  en R ~ .  
I ( b )  Para c a s i  t o d o  p u n t o  ( t  es hermi  t i a n o .  
I ( c )  La f u n c i d n  G(.)  es esen (d )  Para dtoda n - u p l a  (jl,. . . ,jn) de e n t e r o s  en  l a  que e x i s t a  a1 menos 
una v a r i a c i b n  de s i g n o ,  se cumple l a  r e l a c i d n  
- 
Ill." "jn 
( e l  Para c a s i  t o d o  p u n t o  (tl,. . . ,tn) e R ~ ,  e i  ope rador  G(tl, .  . . ,t,) . '  
I $ es r e a l .  'I ( f )  Para c a s i  t o d o  p u n t o  pll,...,tn) e  R ~ ,  se cumple l a  r e l a c i d n  - 
I LM ! . 1'  G(-tl,:..,-tn) = -G(tls.*., tn) . I 
I I. r Demos t r a c i  dn, 
(I) P a r t e  d i r e c t a .  I Por e l  TEOR. 3.3., l a  f u n c i d n  F( . )  a d m i t e  l a  r e p r e s e n t a c i d n :  
(36) F(zl.. . . .zn) = A+ - ' I (2k(zl.tl)9e;k(zn.tn)-1) n  - -a 
" R~ 
donde e l  ope rador  A es h e r - m i t i a n o  y l a  f u n c i d n  G : R ~ +  L ( H )  s a t l s -  
f a c e  a  l a s  c o n d i c i o n e s  (a ) ,  ( b ) , . ( c ) , . y  ( d )  d e l  enunciado.  
Por e l  TEOR. 3.1., l a  p a r t e  i m a g i n a r i a  V ( . )  de l a  funci6n,- 
F ( . )  e s t d  d a d a . p o r  l a  fd rmu la  (26 ) .  A p l i c a n d o  a  e s t a  Q l t i m a  e l  
I TEOR. 2.2., se o b t i e n e  l a  r e l a c i 6 n  , 
& p a r a  c a s i  t o d o  p u n t o  (t, , . . . ,t.) de ~~a i : -  ' ' ' 
. -5 
T I 
1 7&A1 yq;>!I@y!~flnLh~l-. I .  I 
I I 1 
1 Por o t r a  p a r t e ,  de l a s  h i p d t e s i s  (111) y ( I V ) ,  s e  o b t i e n e n  . 
~Tai en v i r t u d  de l  LEMA 4.1. y LEMA V1.5.2., 1.1 r e l a c i o n e s  
- 
I ~ ( q  ,... , z n )  F * ~ ,  . , = F(z l  ,... , z n )  . I"% 
- 
De e s t a s  b l t i m a s ,  tomando p a r t e s  i m a g i n a r i a s ,  s e  o b t i e  
8 .ik 
(38-a)  V(xl-i  t l , .  . , R n - i  t n )  = -v (x l+ i  t i , .  . . , x n + i t n )  
I - h # (38-b) V ( x l + i  t l ,  . . . , x n + i  t n )  = V(xl+i t l  , . . . , x n + i  t n )  t 
I II Tomando l i m i t e s  en ambos miembros de (38-a)  y ( '38-b),  s e  oh1- 
I t i e n e n ,  por ( 3 7 ) ,  r e spec t ivamen te ,  l a s  r e l a c i o n e s  ( f )  y ( e )  de l  enun- c i  ado. 
Por l a  propiedad ( f )  de l a  func idn  G ( . ) ,  s e  ve f d c i l m e n t e  que: 
I G ( t l , "  s t , )  (39)  2  
n ( l + t l )  ...( l + t E )  . j R 
5 
I Poniendo zl=. . . = z n  en l a  fdrmula (36 )  y usando (39)  s e  ob- t i e n e :  
- 'I 
I p =. 9 A: F ( l , . . . , l )  = A 1'. 
'-: - ,'= 1: : - .  L .. 
De donde p o r  l a s  h i p d t e s i s  (111) y (IV) s e  deduce que A eel 
hermi t i  ano y r e a l .  
Finalmente  de (39)  y de l a  r e l a c i d n  
k ( z j , t j )  , 71- 
w ( z j , t j )  = (VBase A P . A .  fdrmula 15)  
1 + ti 
s e  o b t i e n e  l a  equ iva l enc i a  de l a s  fd rmulas  (36)  y ( 3 5 ) .  
(11)  P a r t e  Reciproca.  . i 
S i  F : D~ + L(H) e s '  l a  func idn  d e f i n i d a  por ( 3 5 ) ,  donde j 
A y G(.)  s a t i s f a c e n  a  l a s  condic iones  de l  enunciado;  e n t o n c e s ,  poi 
I l o  d icho  en e l  fil t imo p a r r a f o  de l a  p a r t e  d i r e c t a ,  l a  func i6n  F ( . )  
e s t d  dada tamb i6n  p o r  l a  f6 rmu la  ( 3 6 ) .  
Entonces,  p o r  l a  p a r t e  r e c i p r o c a  d e l  TEOR. 3.3., obtenemos 
que F ( . )  posee l a s  p rop iedades  (I) y (11) d e l  enunc iado.  Para  p  
b a r  l a s  r e s t a n t e s ,  supongamos que ( x i ,  ..., xn)  es  un p u n t o  r e a l l  
D,. Entonces,  de (35 )  se o b t i e n e :  
Tomando con jugados en  ambos miembros de ( 4 0 ) ,  y usando 
TEOR. AP.C. 3.5. y l a s  h i p 6 t e s i s  s o b r e  A y G ( . ) ,  se o b t i e n e  l a  r e 1  
' 
'a Asimismo, tomando a d j u n t o s  en ambos miembros de ( 4 0 )  y usa 
do TEOR. AP.C.  3.4., se o b t i e n e  l a  r e l a c i 6 n  
De l a s  fd rmu las  ( 4 1 )  y (42 )  r e s u l t a :  
E fec tuando  
v a r i a b l e s  (-tl, ... 
( f )  y l a  f d r m u l a  ( 
I e l  cambio de l a s  v a r i a b l e s  (tl,. . . ,tn) p o r  l a  
,-t,) en l a  i n t e g r a l  (42) ,  y usando l a  c o n d i c i i  
F i n a l m e n t e  
l a s  c o n d i c i o n e s  (I 
I 8  
d e l  A p j n d i c e  C, 51 o b t i e ~ e  l a  re1 
. I .mi- 
n : I I ,  .L 
F*(xl,. . . ,xn) = F ( x l . .  . ,xn) 
e (43)  y (44 ) ,  r e s u l t a  que F ( . )  s a t i s f a c e  a  
y ( I V )  d e l  enunc iado.  
a Y t ~ 1 1  
C a p i t u l o  V I I I  
. .  ...- * . .  . . .  . .  . .  . .  
~ e p r e s e n t a c i d n  'e*p"onencial de Impedanc'ias E s c a l a r e s .  
1. I n t r o d u c c i b n .  
,.. - ? E l  p r i n c i p a l  r e s u l t a d o  de e s t e  c a p f t u l o  es e l  teorema k 1 
e x p o n e n c i a l  de impedancias~multidimensionales 
;$ (Teo r .  3 .2)  que g e n e r a l i z a  a  n  v a r i a b l e s ,  e l  s i g u i e n t e  teorema 
I - 
'7 d e v i d o  a1 P r o f .  D r .  A l b e r t o  Gonzalez Dom'lnguez (13, Teorema 
Aslmlsmo, se ha o b t e n l d o  e l  Teo r .  2.1., que p rovee  de 
r e p r e s e n t a c i d n  e x p o n e n c i a l  a  t o d a  f u n c i b n  h o l o m o r f a  y de p a r t e  - 
r e a l  p o s i t i v a  en e l  p o l i s e m i p l a n o  D ~ .  EI mimso c o n t l e n e ,  como 1 d 
I 
caso p a r t i c u l a r ,  a1 teorema c i t a d o  en e l  p d r r a f o  p r e c e d e n t e ,  -. 
1.1. Teorema. ( G o n z i l e z  Domfnguez ( 13, Teorema 8 ) )  t 
-1 
S f  f = D + C es una f u n c i 6 n  p o s ~ t i v a  r e a l  (una impeda: 
c i a ) ,  en tonces  f admi t e  l a  s i g u i e n t e  r e p r e s e n t a c i 6 n  
f ( z )  = exp ( c  + 2 
I+: 22 - 1 t 
" 0 z Z  + t2 l + t  
d.1 d t  1 1 
donde c  es una c o n s t a n t e  r e a l ,  y donde g: ( o,  + a  ) + R es una 
f u n c l d n  r e a l  que posee 1 as s i g u i  e n t e s  p rop iedades :  
I I I  :{I . ( a )  La f u n c i d n  g ( . )  es m e d i b l e .  
d e s i  g u a l  dad: 
a- 
( b )  Para  c a s t  t o d o  p u n t o  t e (0, + .  1, se v e r l f i c a  l a  
, jp :-:j I 
-:* 
- ' 9 0 )  .. -
2 2  
Recfprocamente,  l a  f d r m u l a  (I), d e f i n e  una f u n c i  
s i t i v a  r e a l  en n .  
2. Representac iGn E x p o n e n c i a l  'de Func iones  de P a r t e  Real  P 
2.1. Teorema. 
S i  f : D~ + C es una f u n c i b n  ho lomor fa  y de p a r t e  r e a l  
I p o s l t i v a  en e l  p o l i s e m i p l a n o  D ~ ,  en tonces  l a  s i  g u i e n t e  r e p r e s e n  t a c l  bn, a 
I . 1 - 3  - ( 2 )  f(zl, .. . ,z )=exp . .k(zn,tn)-1 ) g(tlr.. . ,t 1 dtl. .. n  n  
I (l+t,2) (lttn2! -n 
d o n d e  c  es  una c o n s t a n t e  r e a l  y g: Rn + R es una f u n c i b n  que 
s a t i s f a c e  a  l a s  s i g u i e n t e s  c o n d i c i o n e s :  
( 3 - a )  g ( . )  es  m e d i b l e  en Rn. 
(3 -b)  Para  c a s i  t o d o  p u n t o  (tl,. . . tn) de R ~ ,  
I ( 3 - c )  Pa ra  t o d a  n - u p l a  de e n t e r o s  (dl,.. , ,jn) e n t r e  10s c u a l e s  e x i s t a n ,  a1 menos, dos de d i s t l n t o  s i g n o ,  s e  cumple: 
I I 9(f3." s t n )  dtl" . d t n  ?PutA] . '/in ( it.) (t+tI2).  . ( l + t n 2 )  1 $ - 8 m  =oa.i g .  e nI' R" 
I Recfprocamente,  s i  c es una c o n s t a n t e  r e a l  y s i  l a  f u n  -c i 8 n  g: R ~ - +  R s a t i s f a c e  a  l a s  c o n d i c i o n e s  (3 -a) , (3 -b)  y (3 -c ) .  
en tonces  l a  func iGn f : D n +  C d e f i n i d a  p o r  ( 2 )  es ho lomor fa  y de 1 
I * I , r p a r t e  r e a l  p o s i t i v a  en Dn. 
- *  1 . ;  Demos t r a c i  Gn . >,, 8 1; m: La f u n c i b n  f ( , ) ,  p o r  t c n e r  p a r t e  r e a l  p o s l t l v a  en Dn, 
no se a n u l a  en n ing f i n  punto ,  s a l v o  e l  caso t r i v i a l ,  Entonces,  l a  
f u n c i 6 n  h: Dn+ C d e f i n i d a  p o r  
' l I  - r> 1'1 i l  
r h(zlse..#zn) = Log f n  " 1 A r g  f ( ~ ~ ~ * . . z ~ ) ,  
donde se ha e l e g i d o  l a  rama de1 l o g a r i t m a  t h q  que 
e s  holomorfa y de p a r t e  imaglnar la  . . .. aco tada  en on.  ' Por 10 t a n t o ,  
en v i r t u d  del  Teor IV. 2.1, l a  funci6n h ( . )  admite l a  represen taw 
donde c  e s  una c o n s t a n t e  r e a l ,  y l a  func i6n  g ( . )  s a t i s f a c e  l a s ,  
condic iones  ( 3 - a )  y (3 -c )  del  enunciado,  . . . . La condic i6n  (3 -c )  r e s u l  - 
t a ,  ' f dc i lmen te ,  ap l i cando  e l  Teor .  IV. 3 , ' l .  a  l a  p a r t e  imag ina r i a  
de l a ' f u n c f d n  h ( . )  y usando ( 4 ' ) .  
Finalmente de (3)  y (5) r e s u l t a  l a  f6rmula ( 2 )  de Jm a  e  
P a r t e  r e c f p r o c a .  . 
Y Sea 1C.1 i s  60r ( Z ) ,  donde c  e s  uli n 
mero r e a l  y l a  funcidn g ( . ) ' s a t i s f a c e  l a s  condic iones  ( 3 - a ) ,  43-b 
De ( 2 )  s e  o b t i e n e  que 
( 6 )  
donde h ( . )  e s  l a  func i6n  d e f l n i t l v a  pa r  ( 5 ) .  Entonces ,  por  l a  
p a r t e  r ec fp roca  de l  Teor.  1 V .  2.1.. l a  func idn  h ( . )  e s  holomorfa - 
en D~ -9 :{ 
, I  J 
1 4 4  > I  
(7)Imh(zlB * a .  z , ) =  1 * * ..Xn g(tlB.**tn)dtl..;dt; I n n n 
donde r e s u l  t a  f s c i  lmente ,  por ( 3 - b ) .  
IL 

t - 7 
I 
I 





r i  a b l  e  
( 9 ) s  s  
Tomando con jugados en ambos mie  
c u e n t a  l a s  p r o p i e d a d e s  de l a  f u n c i 6  
mbros de (lo), 
n w ( . ) ,  se o b t i  
E f  ec tuando  en l a  Q l t i m a  i n t e g r a  
s  t l s - e s t n  pop ( - t l ) s * * *s ( - tn )s  Y 
e  o b t i e n e  l a  s i g u i e n t e  r e l a c i d n  
1 e l  cambio de 
usando l a  cond 
I (13)  f ( ~ ~ s * * *  s Z n )  - = f(zls...szn) L . .. - 4 .  
1 ,  
I med ian te  l a  c u a l ,  es  i n m e d i a t o ,  l a  f u n c i d n  f ( , )  e s  r e a l .  1 ~ :  - ;p-I +.  - - .  E l  s i g u i e n  t a o r  a  eb consecuenc ia  i n m e d i a t a  d e l  l e -  
I ma que acabamos de demos t ra r .  
I 3.2. Teorema. 3 S i  f: D~ + C es una f u n c i b n  p o s i t i v a  r e a l ,  en tonces  l a  
f u n c i d n  f ( . )  admi te  l a  r e p r e s e n t a c i d n  (10 ) ;  donde c  e s  una c o n 5  
IF * 
.* 
gi. R~ + R  s a t i s f  
tytonces l a  funci 
I s i t i v a  rea l  en D ~ .  
I Demos t r a c i  6n, Surge inmediatamente del Lema 3.1. I - 
I 4. Caso unidimensional. 
En e s t a  seccidn obtendremos e l  Teor, 1.1. como caso ' I p a r t i c u l a r  del Teor. 3.2. 
Y L  ; 
A ' 
I Demostracldn del Teor. 1.1. I 
Sea f :  D + C una funcl6n p o s i t l v a  rea l  sobre e l  se.' 
I plano (unidimensional) D. ~ n t o n c e s  por e l  Teor. 3.2. l a  fun- 
I f ( z )  = exp { c + 
I 
I donde g:  Rn-R es  una Puncldn con l a s  s l gu i en t e s  propiedades: 
( a )  g ( . )  e s  medible. 
I (b)  Para cas i  todo t 6 R s  - 2 < . g ( t )  2 
\ - 1 
2 2 i z  
( c )  Para cas i  todo t e R .  g ( - t )  = r g ( t )  f{ 
-A Por l a  condicibn ( c ) ,  l a  ~ n t e g r a l  del segundo miembro 




(15)  1 w(z , t )  g ( t )  d t  = ( z t  - (  - t ) )  g l t )  
-OD 0 
i i~ . -.. 
Por  o t r a  p a r t e ,  p o r  l a  d e f i n i c i d n  de 
(16 w ( z , t )  - w ( z , - t )  = i t  ( 1 "  Z 
( z 2  + t2)  (1 + t2)  3 I .. I De ( 1 4 ) ,  ( 1 5 )  y ( 1 6 )  se o b t i e n e  l a  f d r m u l a  (1) d e l  e-  
nunciado d e l  T e o r .  1.1, I 
'3 P a r a  l a  prueba de l a  p a r t e  r e c f p r o c a  d e l  teorema,  v4g' 
se ( 1 3 ,  pbg. 1 1 ) .  IP. 
a 
T y y - F  v 
- . #. 
I 
CAPITULOIX ; 
REPRESENTACION EXPONENCIAL DE FUNCIONES OPERATORIALES POSITIVAS 
4 
1. I n t r o d u c c i B n  L i \
u l t a d o  de e s t e  c i p i t u l o  es e l  Teor .4  
que g e n e r a l i  t a  e l  s i g u i e n t e  teorema. 
1.1. Teorema(Gonta1ez Dominguez ( 13, Teorema 6 )  ) . 
S i  F ( z )  es una f u n c i b n  m a t r i c i a l  p o s i t i v a  r e a l ,  regu -  
l a r ,  normal  y s i m 6 t r i c a ,  en tonces  l a  f u n c l 8 n  F ( z )  a d m i t e  l a  r e p r g  
sen t a c i b n  
01 
( 1 )  F ( t )  = Exp { A < z 2 - 1  t 
f I, 7 z - x  G ( t )  d t l  
''i , . I I donde A es una m a t r i z  r e a l  y h e r m i t i a n a ,  y G ( . )  es una f u n c i 6 n  md 
t r i c i a l  d e f l n i d a  sob re  (0, +-) que s a t i s f a c e  a  l a s  s i g u i e n t e s  . 
-4 c o n d i c i o n e s :  1 
( a )  G ( . )  es m e d i b l e  ' . :. '. i
( b )  p a r a  c a s i  t o d o  t > 0 I G ( t )  I 4 + 
( c )  p a r a  c a s i  t o d o  t > 0  G ( t )  es  una m a t r i z  r e a l  y h e r m i t i a n a  
( d )  p a r a  c a s i  t o d o  t > 0 A ++ G ( t ) .  - 19 - 
( e )  p a r a  c a s i  t o d o  p a r  de pun tos  tl, t2 > 0 , ~ ( t ~ )  G ( t 2 ) .  i 
Recfprocamente,  l a  f 6 r m u l a  (1) r e p r e s e n t a  a  una f u n c i 6 n  m a t r i c i a l ,  I 
p o s i t i v a  r e a l ,  normal ,  s i m g t r i c a  y r e g u l a r  en e l  s e m i p l a n o  D, s i  A 
y G ( .  ) s a t i s f a c e n  l a s  p rop iedades  e s p e c i  f i c a d a s  mbs a r r i b a .  L I '  
1.2. Convenci  6n 
En t o d o  e s t e  c a p f t u l o ,  supondremos que H es un e s p a c i o  
de H i l b e r t  c o m p l e j o  do tado  de una c o n j u g a c i b n  + y, ade- 
mbs, es  separab le .  
Un o p e r a d o r  A de L(H) se l l a m a  s i m 6 t r i c 0 ,  
2. Func i  ones O p e r a t o r i a l e s '  Ndrmales 
2.1. D e f i n i ' c i d n  
Sea F: n + L(H) una f u n c i d n  o p e r a t o r i  
en un d o m i n i o  n d e l  e s p a c i o  c o m p l e j o  n-  d imens ion  
a1 d e f i n i  
A 
( a )  La  f u n c i b n  F ( . )  se l l a m a  normal  s i ,  p a r a  t o d o  p u n t o  z  = 
A 
(zlB-.,zn) e , e l  o p a r a d o r  F ( z )  es  nb rma l .  
( b )  La f u n c i 8 n  F ( . )  se l l a m a  c o n m o t a t i v a  s i ,  p a r a  t o d o  p a r  de p u n  
t o s  
A A 
'z, ' z j  ,de n , F )  i+ F ( i l ) .  
E l  s l g u i e n t e  teorema es  una e x t e n s i d n  a n d imens iones  
de un i m p o r t a n t e  teorema d e b i d o  a ~ o n z i l e z  ~ o m f n ~ u e t  ( 13. T e o r g  
ma11 . .- I ;in 
r .  
2.2.  'Teo'rema . ' - I 5  rn 
. ~ v r  
S i  P: n + L(H) es  una f u n c i d n  h o l o m o r f a  normal  sfi 
b r e  un d o n i n l o  fi ( a b l e r t o  y conexo)  d e l  e s p a c i o  cn, entonce!  
F(. ) es conmuta t t va ,  -
Demos t rac i  6n 
A 
F i j e m o s  un pun t@'  a r b i t r a r i o  z '  d e l  d o m i n i o  Q .:, 
y conslderemos l a  f u n c i d n  6: + L ( H )  d e f i n i d a  p o r  l a  ' r e l a c f b n .  
(1) ~ ( f )  = F(?) F(;)' - F(; ) ~ ( ; 9 .  . . I? - L 
Evidentemente ,  p a r a  p r o b a r  que G (.) es i dgn t i ca rnen  
n u l a ,  es  s u f i c i e n t e  v e r  que G ( . )  se a n u l a  en  a l g d n  e n t o r n o  d e l  puy 
CI 
t o  Z' 
Sea, a  t a l  e f e c t o ,  un 6 > 0 t a l  que l a  b o l a  
I r .-c 
I 
. Ademas def inimos e l  nOmero p > 0 
10 n ; y s e a  z u n  punto a r b i t r a r i o  
I , por  l a  f b r -  mula 
I A (3 )  c8 = i 3 ( l l z  - , a 
v s e a  K: A p  + L(H) l a  funcl8n o p e r a t o r i a l  d e f i n i d a  s o b r e  e l  dip, 
I ,, bp = { W  e : I w l  < l l p o r  i a  r e l a c i d n  I' ( 4 )  ~ ( w )  = K (w; + (1 - w )  G I ) .  P 
La f u n c i l n  K(.) e s t a  b l en  d e f i n i d a ,  pues si  w 
I - .  en tonces  
n : .  ~ ~ ~ [ l f ~ ~ l . ~  i l b 7 1 m  ' i 
i A A I l w ;  + (1 - w )  2 ' - z I l = .  I w l  1 1  - 1 1  c p 1 - 1 ( p o r  
I 21 
( 3 ) ) .  C 
De e s t e  mod0 K(.) e s  holomorfa y normal s o b r e  e l  d i s -  
co unidimensional  A, , y,  en v i r t u d  de l  teorema 1 de ( 13 ) , 
K ( . )  e s  conmutat iva .  
Por o t r a  p a r t e ,  e l  punto w = 1 e s  i n t e r i o r  a1 d i r r n  4 
A 
P , pues P > 1 por ( 3 ) .  Por l o  t a n t o .  y por ( 4 ) .  s e  o b i , =  
ne 
Pe donde, y por ( I ) ,  r e s u l t a  que G ( . )  s e  anu la  en l a  
bo la  ~ ~ ( 2 )  Por- lo  t a n t o  G ( . )  e s  idgntdcamente n u l a .  E n  
1 1  
A 
consecuenc ia ,  por  1 a . a r b i t r a r i e d a d  de l  punto z , l a  func idn  
F(.) e s  conmutat iva .  .-a 1 




5- r - i i r  - 
T 
1 -E.C ' Sea P: A n  + L(H) una func ton  no.lomorfa normal en e l  poTS d i ' i co  A n  , t a l  que,  para  todo  p u n t o ' r e a l  ( x l B . . .  ,x 1 p c r t e -  n 
I n e c i e n t e  a  d lcho  p o l i d l s c o ,  e l  operador  F(xl .. . . , x n )  e s  hermi t i a n o  
I 
e l  d e s a r r o l l o  de T a y l o r  de l a  f u n c i b n  F ( . )  
r a d o r e s  he rm i  t i a n o  r e a l e s  que conmutan mutuamente. 
Demos t r a c i  dn 
p o r  l a  r e l a c i d n  
. = ( F ( . )  6 
s a t i s f a c e  a  !as s i g u i e n t e s  r e l a c i o n e s ,  p a r a  t o d o  p u n t o  r e a l  
I ( x ~ , "  . .x-) d e l  p o l i d i s c o  b I 
(7.8) f E  ( X  lB.,x ) es r e a l .  n 
D 
I 
E ( x ~ , " * , x ~ )  f c  dlBeo*B~n) I 
I 
P o r  o t r a  p a r t e  d e l  d e s a r r o l l o  ( 5 ) ,  se o b t i e n e :  3 L. . 
k. h kn ( 8 )  
f~ (xl,...,xn) = 1 1 Akl,a-, knE 9 E ) xl ... X, 
c u a l e s q u i e r a  Sean e l  v e c t o r  y e l  p u n t o  r e a l  (xlB. .,x,) d e l  PE 
l i d i s c o .  -1 
De ( 6 )  (7 -a) ,  ( 7 - b ) . y  (8 ) ,  p o r  e l  p r i n c i p f o  de i d e n t l  
de l a s  s e r i e s  de p o t e n c i a s ,  r e s u l u  1as r e l a c l o n e s  
I 
( 9 )  (Akl,.e.kn C E ) = ( A k l , * * e s k n  i i 1 = 
I 
= (Akls...,kn E s F 
\ '  
?&Zl?':m 
I De donde, p o r  e i  lema 2.4.. se deduce que e l  o p e r a d o r  
Akl,w . ,kn es h e r m i t l a n o  r e a l .  
ul 
Para  probar  l a  comutat iv idad de 10s  c o e f i c i e n t e s  de (5 )  
haremos uso de l a  f6rmula bien conocida .  
A A qu.e s e  cumple, pa ra  todo  p a r  de puntos r , z t  de l  p o l l d i s c o  b n  
por e l  Teor .  2.2. 
A 
Derivando parc ia lmente  l a  r e l a c l  bn (11)  r e s p e c t o  a1 
v e c t o r  z  = ( Z ~ , . ~ ~ , Z ~ ) ,  s e  ob t i ene :  
Derivando parc ia lmente  ( 1 2 ) ,  con r e s p e c t o  a1 v e c t o r  
A A A 
z '  = ( z  z  )  y e l i g i e n d o  luego z  = z t  - 0 ,  s e  o b t i e n e :  n 
De e s t a  Gltlma exp re s idn  y l a  fdrmula (10)  r e s u l  t a  
2.4.' Lema 
Para que u n  operador  A de L ( H )  s e a  he rmi t i ano  r e a 1 . m . .  
e s  n e c e s a r i o  y s u f i c i e n t e  que,  para  todo v e c t o r  5 de H s  s e  cum : 
p l a  l a s  i gua ldades  
l e  que 
(14 )  
P o r  l a  f 6 r m u l a  AP.B ( 4 - f ) ,  p a r a  t o d o  v e c t o r  5 de H s  . 
De donde r e s u l t a  que, s f  A es h e r m i t l a n o  y r e a l  
Reclprocamente,  s l  se cumplen l a s  r e l a c l o n e s  (13) ,  A es 
h e r m i t i a n o  pues ( A  E . E ) es r e a l  ; y, ademss, p o r  (13 )  y ( 1 4 )  
se o b t i e n e  ' a  
I .  F ina lmen te ,  de e s t a  ( I l t l m a  I g u a l d a d .  p o r  2 5 . 1 2 . 2 7  . : 
se deduce que = A .  0 sea, que A es r e a l .  
2.5, Teorema 
S1 F: . 0 + L(H) es una f u n c l 6 n  h o l o m o r f a  y normal  
un d o m i n i o  d e l  e s p a c l o  c o m p l e j o  cn, s t  V ( . )  = Re!(.), y - 
A - 
. s l  V ( . )  = I F . ) ;  en tonces ,  p a r a  t o d o  p a r  de p u n t o s  z, z t  de 0 , -  
se cumplen l a s  s i g u i e n t e s  r e l a c l o n e s :  L 
. I 
Demos t r a c i  6n 
La r e l a c i d n  ( a )  y a  f u g  probada en Teor .  2.2, I A p l  i c a n d o  a  (15-2) .  e l  teorema de FUGLEDE, obtenemos. 
y ( 1 6 ) ,  r e s u l t a :  
Apl  i  cando nuevamente e  
eb t i ene :  
De ( 1 7 )  y (18),  r e s u l t a  l a  fbrmula (15-b),  
Las r e s t a n t e s  re lacfones  s e  prueban de forma an8loga. 
3'. RepresentaciGn Espectral  de c i e r t a s  Funciones Opera to r i a l e s  . 
Normales. 
El .  r e su l t ado  p r inc ipa l  de e s t a  secc ibn ,  e l  Teor,  3 . 1 . ,  
s e r a  u t f l i z a d o  en l a  demostracidn del teorema de representac idn  
exponential. 
La s i g u i e n t e  de f ln l  cldn es  necesar la  para e l  enunclado 
del Teor.  3.2. 
3.1. DePinicii3n .(HALMOS 15. pdg.  6 1  1 
Se llama medida e s p e c t i a l  r egu la r  compacta sobre u n  . e !  
paclo topolbglco localmente compacto T ,  a toda medida PO E : .  + . 
def in lda  sobre l a  t r i b u  de Bore1 ' de T ,  que s a t l s f a c e  a  ? a s  s f -  
. . 
guientes  condiciones:  
( a )  E ( T )  = I  ( I  es e l  operador Ident idad)  1 
(b)  El operador E ( M ) ,  para todo  ME^ , es  u n  proyector  I 
H ,  
El sopor te  de E ( . )  es. compacto. 
( d l  Para todo conjunto M E 9) , s e  cumple l a  r e l a c l 8 n .  
E ( M )  = ' { s u p  E ( K ) :  K C M, K compacto. l 
DIremos gue una  medlda e s p e c t r a l  r egu la r  compacts E ( . )  
3.2. Teorema 
S i  F :  
b r e  e l  pol isemi 
F ( . )  e  
Para  t 
F ( x l s -  
( i l l )  Para  t 
F(xlsV 
E n  tonc  
donde E ( .  ) es .  u 
1 R , K e s  e l  sop 
posee l a s  s i g u i  
I 
7 7~ - .. 104 ! - 1 -  - @h!'fy 1 ,  
lyecto C(M), para  todo M s  e s  u n  operador  r e a l .  , 
D n  + L(H) e s  una func idn  o p e r a t o r i a l  d e f i n i d a  s 
plano D n ,  que s a t i s f a c e  a  1 a s  s i g u i e n t e s  condi 
I1Bq !,i ' :hm ; ho~ornor ta '  normal en D". 
odo punto r e a l  ( x ~ , .  .'. , xn )  
. . .xn) e s  r e a l .  
odo punto r e a l  (xis.. ,xn)  
. . , xn)  e s  hermi t i  ano. 
e s  l a  func idn  F(.) admite  
. . $2,) = J f ( r1 , .  . . 
K 
na medida e s p e c t r a l  r e g u l a  
o r t e  de E ( . ) ,  y f :  D ~ X K  + 
. . 
e n t e s  propiedades:  
de D n ,  e l  operador  
de D n ,  51 operador  
l a  r e p r e s e n t a c i b n  
*:5 L-3Jr-t.~,l 
1 
" " 1 . 7  
r compacta y  r e a l  so 
C e s  una func idn  
I C e s  con t inua :  8 
i ( b )  para  todo  t e K ,  l a  a p l l c a c j b n  p a r c i a l  ' - -  
-- 
( Z ~ , . , . , Z ~ )  + f ( z l , . . . , z  n '  t )  e s  holomorfa con D n .  
I ( c )  Para todo  punto r e a l  ( w  ,x,) de D n ,  e l  ndmero 
f ( x l s . .  . , xn ;  t )  e s  r e a l ,  c u a l q u i e r a  s e a  t K. 
Recfprocamente, s i  E ( . )  e s  una medida e s p e c t r a l  r e g u l a -  
compacta y r e a l  sob re  ~',,y si  f :  D n  + C s a t i s f a c e '  l a s  cond ic io -  
nes ( a ) ,  ( b ) ,  ( c )  p r eceden te s ;  en tonces  l a  func idn  F: D n  +. L(H) 
d e f i n i d a  por (1)  posee l a s  propiedades  ( i ) ,  ( 1 1 ) .  ( i i i )  y  ( i v )  
de1' primer p d r r a f o  de l  enunci ado. 
P a r t e  d i  r e c t a  
da s o b r e  e l  p o l i d i s c o  bn med ian te  l a  f 6 r m u l a .  
t e s i s  d e l  Teo r .  2.3. P o r  10 t a n t o .  G ( . )  a d m i t e  e l  s i g u i e n t e  del 
s a r r o l l o  en s e r i e  de T a y l o r ,  
OD OD 
donda 10s c o e f i c i e n t e s  Akl.. . . kn son operadores  
I que conmutan mutuamente. En consecuenc ia ,  podemos a p l i c a r  e l  Teo r .  AP.B.5.2 a l a  
s u c e s i 6 n  n - m d l t i p l e  Akl,. . ..kn. P o r  l o  t a n t o  e x i s t e n :  (1) una 
I n - m G l t i p l e  (fkl,. . . .kn), formada de f u n c i o n e s  r e a l e s  de C(k) ;  t a  
l e s  que se cumple 
p a r a  t o d o  mu1 t i - f n d i c e  kl. . . .;kn. ( k  es e l  s o p o r t e  compacto de 
I E L ) ) *  . I 
Ademls. p o r  e l  teorema 2 de 1 1 5 .  phg. 621  . de l a  - - -  
I I l a c i b n  ( 4 ) .  se o b t i e n e  que: 11 - 
IAkls.-.skn I = Max I f k . s - . * s k n ( t )  I ' 1  




P o r  o t r a  p a r t e ,  a p l l c a n d o  e l  and logo  mu1 t f d i m e n s i o n a l  I 




I ( 6  1 . * *  1 I A k l B . . . * k n  l l  Wl 
'1 pa ra  todo punto (w1,.. . ,wn) de l  pol i d i s c o .  
Asimismo, reemplazando en ( 3 ) ,  l a s  e x p r e s i o n e s  ( 4 ) ,  y de 
s i n t e g r a n d o  l a  s e r i e ,  t t r rn ino a  t e rmino ,  s e  o b t i e n e :  
I 1  
7 P  
donde l a  func idn  g : pnxk + C ,  qua apa rece  en e l  i n t e g r a n d o ,  e s  
t b  d e f i n i d a  por l a  s e r i e  m a l t i p l e .  
,, il H .  
1 k n  ( 8 )  g(w l , . . . ~ ~ n ; t )  = 1 ... f k l B . . . , k n ( t )  w1 .,: 
Esta  s e r i e ,  en razdn de l a s  f6rrnulas ( 5 )  y ( 6 ) ,  conver.  
h 
ge uniforrnemente, r e s p e c t o  a l a  v a r i a b l e  t ,  para  cada punto  
( w ~ , . .  . ,wn) del  p o l i d i s c o ,  en v i r t u d  del teorema 11 de ( 4 ,  p d g -  
2 9 )  , queda  j u s t i f i c a d a  l a  d e s l n t e g r a c i d n ,  t e rmino  a  t g m i  no. 
que hemos e f ec tuado  para  o b t e n e r  l a  fdrmula ( 7 ) .  
Del d e s a r r o l l o  ( 8 ) ,  y de l a s  p rop ledades  de l a s  func iones  
-1 
f k l , .  . . , k n ( , ) ,  e s  lnmediato  que g(wl,. . . ,wn) e s  r e a l  sf e l  punto  
In l , . .  . ,wn) e s  r e a l .  ~ a m b i g n  de ( 8 ) ,  r e s u l  t a  que,  
t de k ,  l a  funcidn (wl,...,wn) + g(wl,...,w n ; t )  e s  holomorfa 
en e l  p o l i d i s c o .  
E n  razdn de que . l a  s e r i e  ( 8 )  converge uniformemente cor 
n 
r e l a c i d n  a  l a s  v a r i a b l e s  (wl,. . .',w ; t )  sobrg ,  n & p p j u n t o  .. ..- Ap X KS . .
para  t odo  o < p < 1 , l a  func idn  g : D ~ X ~  + c e s  h o n t ~ n u a .  
A con t inuac i6n ,  def inimos l a  func i6n  f : ~ ~ x k  + C ,  
mediante  l a  exp re s ibn .  
1.- . 
: + 2 1  - 1 
'n - 1 ( 9 )  f ( z l . .  . z n ; t )  I g  ( s..., 
zi + 1 + 1 
; 
'n 
A " I ,  
P o r  l o  que hemos demostrado sob re  l a  f u n c i d n  g ( . ) ,  es f& 
c i l  comprobar que l a  f u n c i 6 n  f: ~ ~ x k  + C s a t i s f a c e  a  t o d a s  l r c  
c o n d i c i o n e s  ( a ) ,  ( b )  y ( c )  d e l  enunc iado.  
~ i n a l m e n t e ,  med ian te  e l  cambio de v a r i a b l e s  
w 9-1 
5 = S ( j  = I . . .  . n.) 
obtenemos f h c i l m e n t e  de ( 7 ) .  p o r  ( 3 )  y ( 9 ) ,  l a  f b r m u l a  
t e s i s .  
(11) P a r t e  r e c 9 p r o ~ a  
Para p r o b a r  l a  a n a l i t i c i d a d  de l a  f u n c i d n  F ( . )  d e f i n i d a  
p o r  (1) es s u f l c i e n t e  v e r  que, p a r a  t o d o  v e c t o r  E de H ,  l a  
f u n c i d n  
I 
E (zl.".Bzn) = I aonae 
" E ( 1  = E .  E . E ), es h o l o m o r f a  en  D ~ .  
I P o r  e l  teorema de HARTOGS, b a s t a  p r o b a r  l a  a n a l  i t i c i d a c  de f (.) en e l  caso u n i d i m e n s i o n a l .  A t a l  e f e c t o ,  es s u f i c i e n  - 
I t e  a p l i c a r  e l  teorema de MORERA a  l a  f u n c i d n  d e f i n i d a  p o r  (10) .  La n o r m a l i d a d  de l a  f u n c i 8 n  F ( . )  se o b t i e n e .  a p l l c a n d o  
I "  
a  (1) e l  teorema 14  de [ 4.p89.  33) . 
La p r o p i e d a d  (111)  d e l  enunc lado,  se o b t i e n e  a p l i c a n d o  
a  l a  f 6 r m u l a  (1 ) .  e l  teorema 10 de ( 4 .  p6g. 27 ) y e l  COR.AP. 
I 13.1.3. I I  I 
3.3, E s c o l l o  I Sea F  : D~ + L ( H )  l a  f u n c l d n  d e f i n i d a  p o r  l a  f 6 r m u l  
(1) d e l  Teor .  3.2.. donde l a  madida e s p e c t r a l  E e l  c o n j u n t o ' :  
I K y l a  f u n c i d n  f ( . )  s a t i s f a c e n  a l a s  c o n d i c i o n e s  enunc iadas  en 
d i c h o  teorema. Entonces,  l a  f u n c i d n  F ( . )  es de p a r t e  r e a l  p o s i -  
t i v e  en  e l  p o l i s e m i p l a n o  D ~ .  s i  y i 6 1 0  s i .  
=Re f ( z l  ...., zn;t) t 0  %Lm, 
h. 
A p l i c a n d o  e l  teorema 10  de r4. p l g .  277 a  l a  f a r n u l a  
- -1 
o b t i e n e :  
* 
F (zl;...,z ) = n  Ik f(zls..;,z n i t )  d ~ ( t )  
E f e c t u a n d o  l a  semisuma de l a s  f d r m u l a s  ( I )  y (12) ,  se ' I  
o b t i e n e  l a  r e l a c i d n  
+I 
~ l n d l r n e n t e .  med ian te  l a  a p l i c i c l 6 n  d e l  s l g u i e n t e  Lema ? 
3.4. a  l a  f d r m u l a  (13) .  se o b t l e n e  l a  p rueba  d e l  e s c o l l o . . , , ~  
. & 
3.4. Lema 
Sean E(.) une medida e s p e c t r a l  compacta s o b r e  R', K s u  
s o p o r t e .  f ( . )  una f u n c i 8 n  c o m p l e j a  en C ( K ) ,  y A e l  o p e r a d o r ,  
Entonces,  se # # - l e n & , f f g u f g ~ t q l  . -c,. . prop fedades :  . .. ; :d I.
- Rt-' -p""y; .- I ( a )  A es herm ano, s  y s d l o  41, f ( t )  es r e a l ,  CI 
r a  sea t de k ,  
( b )  A es p o s i t i v o  s l ,  y ~ 6 1 0  s i ,  f ( t )  es no  negative pa-- -  
t o d o  t de k , .  , 4 
( c )  A posee i n v e r s o  aco tado  s i  y s 8 l o  s l ,  l a  f u n c i d n  f ( . )  
no  se a n u l a  s o b r e  k. 
Demos t rac i  Sn 
Entonces,  e l  s o p o r t e  K de l a  medfda E ( . )  c o i n c i d e  con e l  - '  
e s p e c t r o  a(B) de l  operador  B .  ( 15 ,  p6g. 62 ) . 
Por o t r a  p a r t e ,  por  (14)  y ( 1 5 ) ,  r e s u l t a  que A = f ( B ) .  
De e s t a  Oltima igua ldad ,  por e l  ? S p e c t r a l  Mapping Theorem", r e -  
s u l t a  l a  r e l a c i d n  
Siendo A u n  operador  normal, por (14), A e s  he rmi t i ano  
1 si  su e s p e c t r o  e s t d  con ten ido  en R . Por 10 t a n t o ,  usando ( 1 6 ) ,  
s e  prueba l a  propiedad ( a )  de l a  t e s l s .  La propiedad ( b )  s e  
prueba de l a  misma manera, 
Para p robar  ( c )  hay qua r e c o r d a r  que,  u n  ope rado r  e s  1 1  
v e r s i b l e  en L ( H ) ,  s l  y s d l o  s f ,  e l  p  
p e c t r o .  I I ... I 
I 
4 ,  Represen tac ibn  Exponencial de Funciones O p e r a t o r i a l e s  Posi  t i -  
vas Rea les ,  S i m t t r i c a s  y ReguTares, 
E l  s i g u i e n t e  lema s e r a  u t f l t z a d o  en l a , p r u e b a  d e l  Teor  
4.2. 
, 'I 
4.1. Lema - ;.I 
45 Sea Q u n  operador  normal t a l  qua I Re Q 16 T 
I"p$;:m ." 
r'l 
s e a  
( 1 )  N = E x p Q .  
Entonces N e s  normal, e s  i n v e r s i b l e  en L ( H )  y t i e n e  par 
t e  r e a l  p o s i t i v a .  
Ademis, N e s  hermi t i a n o  rea'l  , sf Q es  hermi t i a n o  r e a l  . 
Demostraci d n  '4 
~ e ' c o m ~ r u e b a  f c i l m e n t e  que N e s  normal y  que ~ x p ( - Q )  ; 
e s  e l  i n v e r s o  de N .  
Para  p robar  que l a  p a r t e  r e a l  de A e s  p o s i t i v a ,  supongg- 
I 
mos ,qua Q = Ql + iQ2 s e a  l a  d e s c ~ p o s i c i d n  c a r t e s i a n a  de Q ,  don- ' 
de Q1 y Q 2  conmutan por s e r  Q normal. Por l o  t a n t o ,  ' e l  operador  

L 
: ; I donde A es un o p e r a d o r  he rmi t i ano  r e a l ,  y G : R~ + L(H) e s  una 
I . I func i6n  o p e r a t o r i a l  que s a t i s f a c e  a  l a s  s i g u i e n t e s  condic iones :  '' t 
I ( a )  l a  funci8n G ( . )  e s  dgbl lmente  medible en Iln8 
Ph 
, 7  
'I a;: ( b )  para c a s i  todo  p u n t o ' ( t l  ,.... t n )  de R ~ ,  e l  operador  G ( t l  ...... I 
e s  hermi t i  ano. 
.I 
'I 




$ ,  
% 
=, 1 .  ( d )  para  toda n-upla  ( J I B . .  . , j , )  de e n t e r o s  e n t r e  10s c u a l e s  e x i r  
t a n ,  a1 menos, dos de d i s t l n t o  s l g n o ,  s e  cumple l a  r e l a c i 6 n  
L - I I \  I C 
I *  I - I I J , .  . . * B j n  ( 6 )  = 0 
( e l  para  c a s i  todo punto (tl,. .. , t n )  de R", e l  operador  ~ ( t ~ .  .. .tn 
! 
e s  r e a l  Pi 
-1 .. l1 
. . ( 9 )  para  c a s i  todo  punto ( t l . .  . . ,t,,).de R ~ ,  se cumple l a  r e l a c i 6 n  
1 
n -1 ( 9 )  para  c a s t  todo  punto ( t l , . .  . , t n )  de R . A * G(tl , .  . . . t n )  
Recfprocamente, s i  A e s  u n  operador  h e r m i t i a n o  r e a l ,  y 
( 4 ' )  ( 4 " )  e s  p o s i t i v a  r e a l  y s a t l s f a c e  a - l a s  cond ic iones  (a 
Demostraci Gn 
, ( I )  P a r t e  D i r e c t a  
Por l a  D E F .  YI.5.1. y por l a s  cond ic iones  ( a  ) y ( Y  ) de13 
I 
I 
enunciado l a  funci6n F(.) cumple 1as h i p d t e s i s  del Teor. 3.2. 
I Por l o  t an to .  F ( .  ) 'adml t e  l a  r ep resen tac i6n  
I ( 5 )  P ( z ~ ~ . .  , z n )  f ( ~ , ~ . . . . z  n '  . t )  d ~ ( t ) ,  
I donde E ( . )  una medida regu la r  compacta r ea l  sobre R', y l a  f u n -  cibn f : D ~ X K  + C s a t i s f a c e  a l a s  condlciones ( a ) ,  ( b )  y ( c )  
1 dei t e o r .  3.2. Aslmismo, por e l  Lema 3.4. y por e l  Esc. 3.3. , l a  funci6n pa rc ia l  ( z l , . . . , z  ) + f ( z l S . . . , z  i t )  e s  p o s i t i v a  n n 
r ea l  no s e  anula en ningdn punto de D ~ .  Por l o  t a n t o ,  l a  fun- 
C,  def tn ida  or l a  expres ibn .  
~ I E ~ G ~ I P ~ '  
g ( Z ~ , . . . , Z  n ; t )  = Log f ( ~ ~ ~ . . . , ~ ~ ; t ) .  
l a  rama del logari tmo t a l  que 
T I ~m ~ ( z ~ ~ . . . ~ z  n j t ) I < ~  
e s  una funci6n holomorfa r e a l ,  r e spec to  a ? a s  varlaDleS zl.. a • ,z  
~ a r a  todo t e K: :. I /  1 l!.,;dlwi' 1 ;  ! .
, --. Sea J  : D~ + L(H), l a  funclOn de f in ida  p o r  
( z l s -  * z n )  = JK 9 ( z l s   as^ n '- * t )  d ~ ( t )  
De ( 8 ) ,  y por l a s  propiedades enunciadas de l a  funcibn 
g ( . ) ,  s e  deduce que, por l a  p a r t e  recfproca  del Teor. 3.2. y por 
e l  Lema 3 . 4 . ,  l a  funcibn J(.) s a t i s f a c e  a  l a s  condiciones ( I ) ,  
(11) ,  (111) y ( I V )  del Teor. V 1 . 4 . 2 .  En consecuencia,  J ( . )  admj 
t e  l a  representac ibn .  
1 
(9) J(z  ' A + ~ ( 2 ~ ~ .  . • tl). . w(znStn) 6(tls. * * # tn )  dt l* .  * d t  
donde A e s  u n  operador hermit iano r e a l ,  y l a  funcidn 6 : R~ + L 
s a t i s f a c e  a  l a s  condiciones (2 )  has ta  ( f )  del enunciado del preser  
t e  teorema. 
.I I . ,ill! I 
- --- 
F o r  o t r a  p a r t e m  de ( 5 ) ,  (6), y (81,  p o r  p r o p i e d a d e s  b i e n  
c o n o c l d a s  de l a  I n t e g r a l  r e s p e c t o  a  una medlda e s p e c t r a l ,  r e s u l t a  
l a  r e l a c l d n  
I I 
I -I I 
. . . .; .. I 
(10)  F(zlm- Bzn) Exp J(Z~~. . . .Z , )  1 
b t i e  nen l a s  
$810 r e s t a  p 
c o n d i c l o n e s  ( g )  y (h )  
Tomando p a r t  
p rueba  d e l  Teo r ,  Y I I ,  
f b r m u l a  l a  s i g u i e n t e  
r o b a r ,  
a 
es r e a  
4.2. y 
r e p r e s  
l e s ,  
Par 
e n t a  
l a  f u n  
en  amb 
I T e o r ,  
. c i & n  de 
c i 6 n  G ( . )  s a t l s f a c e  a  l a  
I " .  .' ' 1  l A ' T r n P  .a 
. ! I r .  
os mlembros de (9 )  B par 
VII,3.1. ,  se  o b t i e n e  de 
l a  f u n c l d n  I m  J ( . ) .  
Ahora b l e n ,  como se vc a p l l c a n d o  a  ( 9 )  e l  T e o r .  3.2., l a  
f u n c i o n  J ( . )  es normal .  P o r  l o  t a n t o ,  p o r  TEoR. 2.5 , l a  f u n c i d n  
I m  J ( . )  es c o n m u t a t l v a .  F i n a l m e n t e ,  a p l i c a n d o  a  (11) de Cor.2.3, 
h e  o b t i e n e  que l a  f u n c i d n  G ( . )  cumple l a  c o n d l c l 6 n  .v: . ( h )  d e l  enun- 
c i  ado. 
La p rueba  de l a  v a l i d e z  de l a  c o n d l c i d n  ( g )  n o  o f r e c e  d i  1 
f i c u l  t ades .  
(11) P a r t e  r e c f p r o c a  
Sea F : D~ + L(H) l a  f u n c i 6 n  
I\.: 
( 1 2 )  F(zl ,. . ,zn) = Exp J(zl,- ,zn) 
donde J( . )  es l a  f u n c i d n  dada p o r  ( 9 ) .  
De l a  p a r t e  r e c f p r o c a  d e l  Teo r .  4.2, p o r  l a s  c o n d l c i o n e s  
impuestas  a  l a  f u n c i 8 n  G ( . ) ,  l a  f u n c l d n  J(.)  es h l o m o r f a  en D ~ ,  
J(x l  ,. . . ,xn) es  un o p e r a d o r  r e a l  y herm l  t i  ano s l  xl,. . . ,x n son 
". . m -  
que l a  f u n c i b n  F ( . )  es  una f u n c i 8 n p o s i ' t ' i v a  r e a l  y que s a t i s f a -  
ce a  las cond ic iones  ( a ) . ( 0 ' )  y ( Y ) d e l  enunc iado .  
I' 
' 
' D E S A R R O L L O S  E N  SERIE 
' I  % E n  e s t e  apendice  s e r s n  demostradas a lgunas  f6 rmulas  aue  se- 
r h n  u t i l  i z a d a s  en l a  expbs i c i6n  p r i n c i p a l .  
1. D e s a r r o l l o  de l  N6cleo de Cauchy. 
La s e r i e  geometr ica  
- 
( 1  1 w - r  = C E m-o wm I r l  < lwl 
e s  abso lu tamente  convergen te  s i  1 ~ 1  < Iwl. 
El ig i endo  en ( I ) ,  w =  ( i t - l ) ( z + l )  y  r = ( i t + l ) ( z - 1 ) ,  donde 1 
e s  u n  ndmero a r b i t r a r i o  y z  e s  u n o  t a l  que Re z > 0,  l a  s e r i e  ( 1 )  
e s  a b s o l u t a n e n t e  conver'gente. E n  e f e c t o ,  e s  f a c i l  cornprobar qup 
I r l  < Iwl. Sus t i t uyendo  en ( I ) ,  e l  v a l o r  
s e  o b t i e n e  e l  s i g u i e n t e  d e g a r r o l l o  v d l i d o  para  todo  z  t a l  que 
Re z  5 0  y  todo t r e a l  
2. D e s a r r o l l o  de l  Ndcleo k ( z , t ) .  
Recordemos que por d e f i n i c i b n ,  e s  i g u a l  
k ( = , t )  = J- 2  i t -z  
De ( 2 )  y  (3 )  s e  o b t i e n e  e l  d e s a r  
OD i t + l )  m 
( 4 )  ( k(2 . t )  = E (it-l 
m = O  
C ; :; Ex. que converg emiplano D = Iz:Re z > 0) para  todo  t r e a l .  1-,7 I' 
I 
Is 
Sistema de Funciones Psi. 
Para todo complejo z  del semiplano D y todo  t r e a l ,  defini in 
m f + l  s i  m > 0. y  z  = ( 1  s i  m < o ( 5 )  *,tz) = 
I 
Es f b c i l  r - - - . o b a r  en tonces ,  que l a s  s i g u i e n t e s  fd rmulas  s o  
c i e r t a s  
i t-1 m 
+ , ( i t )  = (rn) , i t  1 para todo en t e romytod (  
t real .  
De ( 4 ) ,  ( 5 )  y (6 )  r e s u l t a ,  f s c i l m e n t e ,  l a  impor t an t e  fdrmu 
a - 
Con e l  o b j e t o  de d e s a r r o l l a r  en s e r i e  l a  func idn  p ( z , t ) ,  u t i -  
l izamos l a  s i g u i e n t e  i gua?  que e s  de f b c i l  comprobaci6n a  p a r t i r  de 
( 3 )  
1 l+t2 k ( z , t )  = ( i t )  - ) 
Tomando p a r t e s  r e a l e s  en ambos miembros de (10)  s e  ob t i ene  
I 
Finalmente ,  de l a s  fdrmulas  ( l l ) ,  ( 8 )  y  ' ( 6 )  r e s u l t a  
1 S i  es un e n t e r o  d i s t i n t o  de c e r o . ~ ~ e n t o n c e s ~ ~  
donde qk es l a  f u n c i b n  dada por  ( 7 ) .  
Demostracibn.  
Se o b t i e n e . a p l i c a n d o . e l  metoao ae  10s r e s i d u o s  a  l a  s i  
i n t e g r a l  
Asimismo, se o b t i e n e ,  .por  e l  m6todo de, 10s r e s i d u o s  
: i t  r ,  A 
6 .  NBcleo w ( z , t ) .  
Por  d e f i n i c i d n  
Por l a  r e l a c i d n  ( 1 3 ) ,  se o b t i e n e :  
b g u i e n t e  
R M ~ ~ I C E  B 
En e s t e  a p h d i c e ,  cuyo Bnico o b j e t o  e s  f a c i l i t a r  l a  l e c t u  
d e l  t e x t o  p r i n c i p a l ,  s e  resume; a lgunos  tetnas b i en  conoc idos  de 
t e o r f a  de 10s  operadores  l i n e a l e s  y  aco tados  en u n  e s p a c i o  de 
Hi1 b e r t  compl e j o .  
1. Formas Cuadrd t i ca s  y Medidas PO.  
1.1. Def in i c i6n .  
Sea H u n  sea  4 : H x H +  
una forma s e s q u i l i n e a r  s o b r e  H ,  s e  l lama forma c u a d r d t i c a  a s o c i a  
a  (.) a  l a  l a  r e l a c i d n  
. I ( 1 )  ' I n  q ( 0  = 44F.c) - , 
- . '  
1. 4 ( . )  v e r i f i c a  l a s  r e l a c i o n e s  
(2-a)  q(E+rl)  + q ( E - 4  = 2q(E) + 2q(n)  
I (2-b)  q ( c e )  = I CI q ( ~ )  • ( c  e t ,  c e H) 
t I 
I 
E l  s i g u i e n t e  teorema deb ido  a  K U R E P A  (Glasn i  k Mat-Fiz. 
8 Astronom. S e r i e  11. Drusvo Mat.Fiz. Hrvatske  20, (1965) 79.92) 
s e r d  u t i l i z a d o  en l a  ~ r u e b a  de l  T E O R .  1.3. . . 
1.2. T E O R E M A .  
S i  H e s  u n  e s p a c i o  v e c t o r i a l  complejo ,  y  s i  q  : E C . s a t i s -  
f a c e  a  l a s  r e l a c i o n e s  (2 -a )  y (2 -b ) ,  en tonces  e x i s t e  una Q n i c a  f o r -  
ma s e s q u i l i n e a l  4 (.)  sob re  H que s a t i s f a c e  a  ( 1 ) .  
1.3. T E O R E M A .  
Si  H e s  u n  espac io  de H l l b e r t  complejo y s i  q : H +  R +  sa t i - s -  
f a c e  a  l a s  r e l a c i o n e s  ( 2 - a ) . y  (2-b) y  a  l a s  s i g u i e n t e s :  
(2-d) 
para todo pqr de v e c t o r e s  E ,  n de H ,  y para  t o d  n0mero c o n p l e j o  
r' y donde a e s  una c o n s t a n t e  r e a l  no nega t lva .  ~ n t o n c e s ,  e x l s t e  u& r 
r Qnico  operador  A e L,(H) (L,(H) e s  con jun to  de  t odos  1 0 s  operado-. 
para  todo  v e c t o r  5 de H .  
Demostracibn. 
Por e l  T E O R .  1 .2 . ,  e x i s t e  una Q n i c a  forma s e s q u i l i n e a l  4 (  
sob re  H ,  t a l  que,  para todo  v e c t o r  E de H ,  
I De l a  i d e n t i d a d  p o l a r i z a c i b n  (30, ~ . 7 ] ,  y de  l a  c o n d i c i b n  ( 3 - c ) ,  s e  o b t i e n e  que I 
I 
b Por l o  t a n t o ,  l a  forma s e s q u i l i n e a l  + ( . )  e s  aco t ada  sob re  
t e  u n  Q n i c o  operador  A e L(H) t a l  que,  
P .  H ,  y en tonces ,  en v i r t u d  de l  teorema 12.8 de (25,  pSg.  296) ,  e x i s -  
I ., 
I para  todo par de v e c t o r e s  E ,  n de H .  m - "  La fbrmula (3 )  de l a  t e s i s  r e s u l t a  de ( 4 )  y ( 6 ) .  La po t i -  
vidad de l  operador  A s e  deduce de ( 6 )  y ( 4 ) .  
Finalmente ,  l a  un ic idad  de A r e s u l t a  de l  c o r o l a r i o  12.7 de 
todo  v e c t o r  6 de H ,  u 6  (.) una medida f i n i t a  p o s i t i v a  sob re  
Entonces ,  para que e x i s t a  una medida PO sobre  t a l  que 
e s  n e c e s a r i o  y s u f i c i e n t e  que s e  cumplan l a s  r e l a c i o n e s  
a r a  todo par  de v e c t o r e s  6 ,  n de H, y todo  
que e x i s t a  una c o n s t a n t e  a 3 0 t a l  que 
emos t rac ibn .  
La prueba de l a  necesidad de  l a s  co 
d i a t a .  
R Para probar  l a  s u f i c i e n c i a  de ( 8 ) ,  
M es , y consideramos l a  func idn  E + q M ( k )  
mo e s  f 6 c i l  comprobar por ( 8 ) ,  l a  func i6n  s  
( 2 )  de l  T E O R .  1.3.  Entonces ,  e x i s t e  para  t 
s i t i v o  E M ) ,  t a l  Ir iF1 
.. I 
De e s t a  r e l a c i 6 n  s e  i n f i e r e  que l a  
s a t i r f a c e  a  l a  i gua ldad  ( 7 ) ,  c u a l q u i e r a  s ea  
impl ica  que,  en raz6n de l a  d e f i n i c i d n  V I . 2  
PO sob re  3 . 
Nota. La medida P O  E(.) e s  f n i c a ,  como s e  v 
-




7'. a r r 
nfmero complejo c ;  ; 
nd ic iones  (8)  e s  inme- 
f i j amos  u n  con jun to  
= r6(M).  Entonces ,  co- 
a t i s f a c e  l a  condic idn  
odo M e %  , u n  operador  
. -: 
16 r E  1. 
func idn  o p e r a t o r i a l  E ( . )  
e l  v e c t o r  5 de H.  
i lme 
e s  una medi 
2.  M a t r i z  de un Operador  en un  Espac io  de H l l b e r t  separable: 
Supongamos que H sea u n  e s p a c i o  de H i l b e r t  s e p a r a b l e ,  , 
que ( e k )  sea una base o r t o n o r m a l  de ti. 
I 
2 . 1 .  D e f i n i c i b n .  I 
Sea A un operador  p e r t e n e c i e n t e  a  L (H) ,  se denomina mai 
d e l  o p e r a d o r  A, r e s p e c t o  a  (ek) ,  a  l a  m a t r i x  cuyos  e lemen tos  son 
S i  (a j rk )  es l a  m a t r i z  d e l  o p e r a d o r  A de L ( H ) ,  en tonces  
m a t r i z  d e l  ope rador  a d j u n t o  A*  de A es l a  m a t r i z  (ik -1. 
s 3 
Demost rac i6n .  
- 
a 3 r k  = (A  ek, e j )  ' (A*  e k s  e k )  = a k r j  . 
2 .3 .  P r o p o s i c i b n .  
S i  dos operadores  A y B p e r t e n e c i e n t e s  a  L(H) ,  t i e n e n  h a  
misrna m a t r i z  r e s p e c t o  de una base o r t o n o r m a l  ( ek ) ,  en tonces  ambos 
operadores  c o i n c i d e n .  
Demost rac i6n .  
Yease STONE " L i n e a r   rans sf or ma ti om i n  H i 1  b e r t  Space" 
A.M.S. 1932 .  
2 .4 .  TEOREMA. (1, 11 .26  p l g .  56) 
Para que una m a t r i z  (a ) sea l a  m a t r i z  de un  ope rador  j ,k 
l i n e a l  y aco tado  en H es n e c e s a r i o  y s u f i c i e n t e  que e x i s t a  una 












c u a l q u i e r a  sea e l  v e c t o r  E de H.  
, - .  
A &  = ' A & 1  + i A€* =  BE^ + i B F p  = B E  
Sea A un operador  p e r t e n e c i e n t e -  a  L ( H ) .  
y c  un comple jo .  Entonces se cumplen l a s  s i g u i e n t e s  r e l a c i o n e s  3 
- - 
- - - - 




d l  ( c . A )  = C . A  ( A E , ~ )  = (ii,:) 
S i  A e L ( H )  en tonces  
Demostracibn. 
Es t r i v i a l .  
*:',q 3 . 8 .  Propos ic ibn .  a
Para todo operador  A e x i s t e n  dos ope rado re s  A1 y A 2  r e a l e s  
y t a l e s  que 'r l a 1  :] 
* -4 J :  
J- . 
7 




La un ic idad  s e  prueba tomando conjugados  en ambos miembros i '  3 
d e ' ( 6 )  y procediendo como en l a  prueba de 3 . 3 .  
3 .9 . .  Propos ic ibn .  A 1 ; 
Sean A y B dos operadores .  Entonces para  que A = B ,  e s  ne- 
c e s a r i o  y s u f i c i e n t e ,  que para  todo  par  de v e c t o r e s  r e a l e s  
s e  v e r i f i q u e  . 
 AS,^) =   BE,^) 
! I  
.\ I 
. *  Demostraci6n. 1 
Sea D = A - B ,  y sean E ,  s dos  v e c t o r e s  a r b i t r a r i o s  
Entonces por ( 2 ) ,  E = El + i E 2  y n = n1 + i n2 ,  donde F1, 
nl 92 son v e c t o r e s  r e a l e s .  
Asi tenemos que 
(DE,s) = (DS1,nl) + 1(DE2,n1) - i(DEl,n2) + ( D E ~ , ~ ~ )  = 0  
Por  l o  t a n t o  D = 0. 
En l a  s i g u i e n t e  p r o p o s i c i 6 n  con A* se d e s i g n a  a1 ope rador  
a d j u n t o  d e l  ope rador  A. 
3.10. P r o p o s i c i b n .  
a )  Para  t o d o  operador  A se cumple 
( A * ) -  = (A)* 
b)  S i  A es -9 r e a l  A*  es t amb ien  r e a l .  
c )  S i  A es h e r m i t i a n o ,  t amb ien  l o  es i. 
Demost rac ibn .  
a )  p o r  ( 4 f )  y l a  d e f i n i c i d n  de o p e r a d o r  a d j u n t o ,  tenemos que 
La prueba de b )  y c )  es  t r i v i a l .  
Co 'n jugacibn y Medidas PO. 
3.11. D e f i n i c i 6 n .  i ,  . 
Sea E ( . )  una medida PO sob re  una t r i b u  3 
Se l l a m a  medida con jugada de l a  medida PO E . ,  y se. l a  n o t a  k ( . ) ,  
a l a  medida PO d e f i n i d a  p o r  
p a r a  t o d o  c o n j u n t o  M de . . 1 Se comprueba f d c i l m e n t e  que, l a  medida o p e r a t o r i a l  d e f i n i d a ; ~ ~  
p o r  ( 9 )  es e f e c t i v a m e n t e  una medida PO. [Usese. a1 e f e s t o  Pmrop. 3.10.) 
A 
A II, . , . - . 4 
I I I .  - . I I1 
- 1  - 
i6x. t A, 
. Como es o b v i o ,  l lamaremos 
que E ( . )  = E( . ) .  
3.12. TEOREMA. 
Sea E( . )  una medida PO sobre  una t r i b u  de p a r t e s  de T, v I 
sea f : T + E una f u n c i b n  3 -med ib le  y acotada s o b r e  T. 
Entonces  se cumple l a  s i g u i e n t e  r e l a c i d n  
- 
(10)  1 f( t)  d E ( t )  = f ( t )  d i ( t )  
T T 
Demost rac i6n .  
Sean A y B 10s operadores  s i g u i e n t e s ,  
- 
A -= 1 f( t)  d E ( t )  B = I f ( t )  d E ( t )  
T T 
y sean r l a s  medidas p o s i t i v a s  ( f i n i t a s )  dadas p o r :  E S  
v " 
(12 )  P,(.) = (E( . )s ,E)  , A,(.) = (:(-)E,E) 
De e s t a  Q l t i m a  r e l a c i e n ,  s u r g e  p o r  ( 4 - f ) ,  l a  s i g u i e n t e  
A ~ ( . )  = (E(.)E,~) = r c ( . )  
Por  d e f i n i c i d n  de i n t e g r a l ,  p o r  (ll), (13)  y ( 4 - f )  se o b t i ~ ~  
Por  d e f i n i c i d n  de i n t e g r a l ,  p o r  (11 )  y (13 )  r e s u l t a :  
F ina lmen te ,  p o r  (14)"-9 (15) ,  obtenemos que, p a r a  t o a o  vec tc  
E p e r t e n e c i e n t e  a  H, se cumple: 
4 
1 l o  que implica que  A = B ,  que e s  l a  igualdad de l a  t e s t s ,  par (11). I 
3.13 .  C O R O L A R I O .  I 
S i  E [ . )  es  una  medida PO r e a l ,  y s i  l a  funcidn f : T + R  es 
r e a l ,  acotada y -medi b l e ,  entonces l a  i n t eg ra l  . 
I 
e s  r e a l .  
Aplicaci6n a . l a s  medidas e spec t r a l e s .  
. . 
Una medida espec t ra l  e s ,  por definiciGn,  una medida PO 
E : % + L ( H ) ,  donde % es  una t r i b u  de par tes  de u n  conjunto T. 
que s a t i s f a c e  l a s  re lac iones :  
La medida conjugada i ( . )  de una medida e s p e c t r a l ,  e s  espect ra l  
En efec to  
--a 
Que l a  re lac ibn  b )  se  cumple e s  t r i v i a l .  
S i  A es  u n  operador hermitiano entonces,  por e l  Teorema Es- 
pec t r a l  (15, p h g .  69) e x i s t e  una Bnica medida espec t ra l  E(.)  sobre 
l a  t r i bu  de Bore1 de l a  r ec t a  R'. . t a l  que 
3.14 ,  T E O R E M A .  I ! .  F IN. zllll:- 
S i  A es  u n  operador hermitiano rea l  
-
l a  medida 
espec t ra l  asociada a  A por e l  teorema e s p e c t r a l ,  entonces l a  medida 1 
E ( . )  es  r e a l .  
m 
-8 yc 
" 1  D e m o s t r a c i d n .  
-(g r;,9 
A p l i c a n d o  a  e s t a  Q l t i m a  f d r m u l a  e l  TEOR.3.1, r e s u l t a  
- 
aD 
A = A =  [ t d  i ( t )  
J 
'CO 1 
De ( 1 6 )  y ( 1 7 ) ,  en v i r t u d  de  l a  u n i c i d a d  . d e l  t eo rema  e s p t  
t r a l ,  se c o n c l u y e  que i(.,) = E ( . ) .  
4. C o n v e r g e n c i a  D 6 b i l  de  V e c t o r e s  y Operadores .  
En t o d a  e s t a  s e c c i 6 n  supondremos que H  es  un  e s p a c i o  de 
H i l b e r t  s e p a r a b l e ,  y que ( o k )  es  una base o r t o n o r m a l  d e  H. 
w . -  l i m  = E , - 
y e r  1 1 = .  . 
-1 
A 
I Se d i c e  que una s u c e s i 6 n  g e n e r a l i z a d a  ( E  ) Y yep e n  H, d t i b i l m e n t e  a1 v e c t o r  c de H, y se  n o t a  
i 
I 
s i  se  cumple  l a  r e l a c i d n  
s 
1 \ I #  (1) 1 l i m  (cy ,n l  
I , '  yer I [ I F  I' 
p a r a  t o d o  v e c t o r  s de H'. I 
I 
4.2. P r o p o s i c i 6 n .  11 im * !I 3. 1- 
I Sea 6 un v e c t o r  de  H  y sea (C  ) Y y e r  una s u c e s i d n  g e n e r a l i z a d a  en  H  t a l  que 
I 4 P = SUP I E k l  d +a,. 
L Y er 
I 
?' 
I 1 1  
Entonces  pa ra  que ( c y )  c o n v e r j a  d e b i l m e n t e  a  E ,  e s  nece 
s a r i o  y s u f i c i e n t e  que, p a r a  t o d o  e n t e r o  p o s i t i v o  k, se v e r i f i q u e  - 
que 
= ' 'i " -  ; l ~ ] ~ ~ j ! l ~ . g *  
'I 7 -. 1. .I 
l i m  (Fy,ek) = (FSek) 
, . y e r  
Demost rac i6n .  
Sean c * ( . )  y F* ( . )  l a s  formas l i n e a l e s  d e f i n i d a s  sob re  H 
Y 
p o r  l a s  r e l a c i o n e s  
F*(.)  = (. SF) 
Entonces,  p o r  (3 ) ,  se t i e n e  que 
-"I 1 -.   I, i .=.I ' lltml; 
l i m  F;(d ' €*(n) 9 
p a r a  t o d o  v e c t o r  n que sea comb lnac ibn  l i n e a l  f i n i t a  de 10s ve 
de l a  base (ek)o  Asimismo, es f l c i l  v e r  que, p o r  ( 2 )  
. . 
( 6 )  supl€;I = SUP l ry lc  + a *  
y e r  . Yer 
De ( 4 )  y ( 5 )  s e  i n f i e r e  que l a  s u c e s i d n  g e n e r a l i z a d a  ( 6 : )  
1 
e n  e l  e s p a c i o  H*, e l  d u a l  de H, s a t i s f a c e  a  l a s  h i p 6 t e s i . s .  de (9, 1.21 
Por  l o  t a n t o ,  r e s u l t a  que 
F i n a l m e n t e  de ( 4 )  se o b t i e n e  que ( F ~ ) ~ ~ ~  converge d g b i l m e n t e  
- 
a  F. 
- 
4.3. D e f i n i c i 6 n .  I 
Se d i c e  que una s u c e s i d  
de L(H) converge d e b i l m e n t e  a  u 
w - l i m A  = A , 
y e r  
-130- 
de H, se cumple la relacidn ', 
Sean H un espacfo de Hilbert separable, (ek) una base orto- 
4 
una sucesi6n generalizada en L(H), y A un 7 1  1 
para todo par de enteros positives k, J. 
Demostraci6n. 
Para todo entero positivo k, la sucesi6n generalizada vec 
converge debilmente a1 vector A e k e  En efecto, pa 
Entonces, por la Prop. 4 . 2 . ,  se infiere que (A 0 ) Y k rer con- 
Pow 1 0  tanto, para todo k e N y 
tor n e H, se cumple que 
lim (AY ek, n) = (A ek, n) ; 
de lo que resulta: 
lim (ek, Afn) = (eks A*n) 
I f *"* rn 
De ( 9 ) ,  p o r  una nueva a p l i c a c i d n  de l a  P r o p .  4 ; 2 . ,  e n  
v i r t u d  d e  I A * . n l  4 M I n l ,  se i n f i e r e  que 
Y 
" 1.' l i m  ( E ,  A; ,,) . = ( F ,  A*,,) 
yer  
- 
F i n a l m e n t e ,  de e s t a  B l t i m a  r e l a c i b n ,  s e  o b t i e n e  f d c i l m e n t e  




1 - 1  
INTEGRACION VECTORIAL Y OPERATORIAL EN E S P A C I O S  DE HILBERT 
I En e s t e  apgnd ice  se expondrdn l a s  n o c i o n e s  b b s i c a s ,  b i  
I conoc idas ,  de i n t e g r a c i d n  de f u n c i o n e s  que toman v a l o r e s  en un es- H i  l b e r t  s e p a r a b l e  H  o  en e l  e s p a c i o  L(H) .  
I En t o d o  e s t e  ap4ndice.  H d e s i g n a  un e s p a c i o  de H i l b e r t  
c o m p l e j o  y s e p a r a b l e ,  y L(H) e l  e s p a c i o  de t o d o s  10s e n d o m o r f i s  '1 
I mos c o n t i n u o s  de H  en H. 
Los conceptos  de m e s u r a b i l i d a d  e  i n t e g r a b i  l i d a d  
s iempre  r e f e r i d o s  a  un e s p a c l o  de medida (T,%,/u ), donde T  es un, 
c o n j u n t o ,  9 es una t r i b u  de p a r t e s  de T, y una medida s i g  
I f i n i t a  y comp le ta  s o b r e  9i) . 
1 - I n t e g r a c i d n  V e c t o r i a l .  ' 
I 1.1. Teorema. 
I 
Sea f: T 4  H una f u n c i d n  d e f i n i d a  en T y con v a l o r e s  
en H; y sea ( ek ) una base o r t o n o r m a l  d e l  e s p a c i o  de H i l b e r t  H. 
Entonces  son e q u i v a l e n t e s  l a s  p rop iedades :  
I (a )  Pa ra  t o d o  kc Ns l a  f u n c i b n  e s c a l a r  ( f ( . ) .  Bk ) es m e d i b l  ( b )  La  f u n c i b n  f ( . )  es d g b i l m e n t e  i ned ib le .  L18, Def.  3.5.4.1 
I ( c )  La f u n c i b n  f ( . )  es f u e r t e m e n t e  i ned ib le .  [IS, Def.  3 . 5 . 4 . 1  
Demos t r a c t  6n. ,' l I  
I 
L . 1 
Sea .k un v e c t o r  de H s  en tonces  p o r  l a  i g u a l d d d  de PAR- 
De donde, es 
c a c i b n  ( b )  -+ ( c )  es un 
~ h . 3 . 5 . 3 . 1  . La i m p l i c a  
nmed ia to  que 
r e s u l t a d o  c l  
( a )  i m p l i c a  ( b )  
d s i c o  d e b i d o  a P 






l 1  -;:$ . I , .  
Se d i c e  que una f u n c i 6 n  v e c t o r i a l  f:T+ H es m e d i b l e  si" 
s a t i s f a c e  a  a l g u n a  de l a s  c o n d i c i o n e s  e q u i v a l e n t e s  ( a ) ,  ( b )  o  (c)' 
d e l  TEOR. 1.1. 
1.3. Teorema. 
S i  l a  f u n c i d n  v e c t o r i a l  f!Y1& H  'es m e d i b l e ,  entonj- 
es medib' le . l a  f u n c i S n  e s c a l a r  I f ( .  11- 
P o r  l a  s e p a r a b i l i d a d  d e l  e s p a c i o  H s  e x i s t e  una s u c e s i d n  
1.2. D e f i n i c i d n .  
2 - Func iones  O p e r a t o r i a l e s  Dgbi  lmen te  M e d i b l e s ,  
2.1. D e f i n i c i d n .  i.: L 
1 1 1  \ 4,: 
( tk ) densa en l a  b o l a  u n i t a r i a  de H. P o r  l o  t a n t o ,  
De donde r e s u l t a ,  que i f ( . ) ]  es p w i 6 n  m e d i b l e .  
L - 
Para  l a  d e f i n l c i 6 n  y p r o p i e d a d e s  de >;integral de 
BOCHNER o  i n t e g r a l  (B),  vgase 1: 18, P ~ I S ,  78-88]. 
Pa ra  que una f u n c i d n  f:T-+.H, sea B -  i n t e g r a b l e ,  es ne- 
c e s a r i o  y s u f i c i e n t e  que,, f ( . )  sea  m e d i b l e  y que l a  f u n c i d n  esca-  
l a r  l f ( . ) l  sea i n t e g r a b l e  en e l  s e n t i d o  u s u a l .  En caso a f i r m a -  
t i v o  v a l e  l a  d e s i g u a l d a d .  
, +I ) es medi 
Sea F: T+L(H) una f u n c i 6 n  opera'tb??al. Se d i c e  c m - -  rn 
l a  f u n c i 6 n  F ( . )  es d g b i l m e n t e  m e d i b l e ,  s i ,  p a r a  t o d o  p a r  de vec- 
t o r e s  5 ' .  '1 de Hs l a  f u n c i 6 n  e s c a l a r  [F(.) $ , 
n 1 1 . 1  $ 
2. Teorem 
S i  l a  f u n c i d n  F:T-L(H) es d g b i l m e n t e  rnedib le,  en ton -  
ces l a  f u n c i 6 n  e s c a l a r  F . .  es med ib le .  
Demos t r a c i  6n. 
Po r  l a  s e p a r a b i l i d a d  d e l  e s p a c i o  de H i l b e r t  H, e x i s t e  
una s u c e s i d n  ( &)  densa en l a  b o l a  u n l t a r i a  de H. Entonces,  de 
l a  i g u a l d a d  I 1 -  I' 9 
= sup I ( F ( ~ )  t* s t v  11 
msn 
r e s u l t a  l a  t e s i s .  
I 
Las dos s i s u i e n t e s  ~ r o ~ o s i c i o n e s  son de 
- 
med ia ta .  
S l  F1: T-- rL(H)  y F2: T-L(H)  son dos f u n c i o n e s  d g b i l ,  
mente med ib les ,  e n t o n c e s  l a  f u n c i d n  clF1(.) + c2F2(. ) ,  donde cl 4 
y c, son nfimeros comple jos ,  es d e b i l m e n t e  rnedib le.  1 
L 
2.4. P r o p o s i c i  Gn. 
S i  f: T - c  C es una f u n c i d n  e s c a ' l a r  m e d i b l e  y s i  :.' - - 
6: T* L(H) es una f u n c i 6 n  o p e r a t o r i a l  d g b i l m e n t e  medi b l e ,  
ces l a  f u n c i 6 n  d g b i l m e n t e  a e d i b l e .  
2.5. P r o p o s i c i 6 n .  - .  7 1  '.. 
d I I  ' r q  
Sea ( & ) una base o r t o n o r m a l  d e l  e s p a c i o  H i b e l r t  H. I 
Entonces,  p a r a  que una f u n c i d n  o p e r a t o r l - a 1  F: T - t  L(H) sea d 6 b i l  1 
mente m e d i b l e  es s u f i c i e n t e  que, p a r a  t o d o  p a r  de I n d i c e s  j, k, 1 
l a  f u n c i 6 n  e s c a l a r  (F(.) oks 0- ) sea m e d i b l e .  d 
Demost rac i6n .  
Sean & y 7 dos v e c t o r e s  a r b i t r a r i o s  d e l  e s p a c i o  H. 
P o r  l a  f6 rmu la  de PARSEVAL v a l e  l a  r e l a c i d n  I I- 
- 1.1 
d=.' 
Tambign, por P A R S E V A L ,  s e  cumple: 
00. 
De ( 1 )  y ( 2 ) .  r e s u l t a  l a  r e l a c i d n  
Ll De e s t a  Q l t i m a  e x p r e s i d n ,  r e s u l t a .  que l a  func i6n  eskz-  
l a r  ( F ( . )  5 . 7 ) i s  medible ,  c u ~ l e s q u i e r a  Sean 10s v e c t o r e s  8 .v 
Por l o  t a n t o  F ( . )  e s  dgbi lmente  medible.  -7 ' 
-1 
2.6. - Lema. 
S i  l a  funcibn F: T--rL(H) e s  ddbi lmente  medible ,  entog-  
* 
c e s  l a  funcidn F ( . )  e s  tambi tn  debi lmente  medible.  
Demos t r a c i  6n. 
Basta  c o n s i d e r a r  l a  r e l a c i  6n e v i d e n t e  
(F* ( . )  p .  7 1 = (F(*)*? B j  1. 
2.7.  Def in i c i6n .  
Se d i c e  que una func idn  o p e r a t o r i a l  F:T-L(H) e s  NI, 
si s a t i s f a c e  a  l a s  condic iones :  
( a )  La funcidn F ( . )  e s  dgbi lmente  medible.  
( b )  La funcidn e s c a l a r   IF(.)^ e s  i n t e g r a b l e  r e s p e c t o  a  
medida p . 
2.8.  Propos ic ibn .  
1 1 %  - 'r !, ]b?- 
S i  f :  T--+C e s  una funci6n e s c a l a r  i n t e g r a b l e ,  y s i  
6: T-L(H) e s  una funcidn o p e r a t o r i a l  dgbi lmente  medible y esen 
3 
lb ;> - 11 '1 L. 
A u-fli-a* 
c i a l m e n t e  acotada,  en tonces  l a  f u n c i d n  f ( . )  G ( . )  es una f u n c i d r  
N I .  
Demos t r a c i  6n. ' >. 
P o r  l a  Prop 2.4. l a  f u n c i d n  f ( . )  G ( . )  s a t i s f a c e  a  l a  
c o n d i c i 6 n  ( a )  de l a  Def .  2.7. ~ s i m i s m o ,  p o r  l a  d e s l g u a l d a d  
I' r 13 8 '  
If(tl I G ( t ) \  d  y. ( t )  t_ M if(t)J d r  ( t )  
donde M = 11 G h d  , se cumple l a  c o n d i c i 6 n  ( b )  d e  d i c h a  d e f t n i l  
3. I n t e g r a c i  Gn de Func i  ones O p e r a t o r i a l e s  N I .  
3.1. Teorema. 
Sea F: T  + L(H) una f u n c i d n  o p e r a t o r i a l  N I ,  
e x i s t e  un h i c o  o p e r a d o r  A c L(H);  t a l  que, p a r a  t o d o  
v e c t o r e s  f , 7 de H, se cumple l a  s i g u i e n t e  i g u a l d a d  
f : 1 
(1) ( A L ?  
Demost rac i  6n. . I -  
. La s iguCen 
d i a t a ,  
( 2 )  1 I ( F ( ~ )  b 7 11 d  ( t ) ~  l ~ ( t ) l  d  p ( t )  . It1 171- 
T T 

De donde resul ta fbcilmente, la desigualdad '(5)'. 
en tences  l a  f u n c i b n  F(.)  e s  tambien  N I ,  y se cumple l a  i g u a l d a d  
s i g u i e n t e  
Demos t r a c i  bn. 
Para  t o d o  p a r  de v e c t o r e s  f , 7 de Hs  se t i e n e ,  p o r  
*AP.B.3 ( 4  - f ) .  I 
De donde, r e s u l t a  que F( . )  es d e b i l m e n t e  m e d i b l e .  Ccmo, ademhs 2 
se cumple que = IF(.)/ , en tonces  l a  f u n e i 6 n  F ( . )  es 
una f u n c i d n  N I w  
P o r  d e f i n i c i d n  de i n t e g r a l ,  p a r a  t o d o  p a r  de v e c t o r e s  
5 ,  7 de H, se c u m p l ~ ,  p o r  ( 8 ) ,  l a  s i g u i e n t e  i g u a l d a d  
JT I s m p  De donde, toman o  con jugados en ambos miembros, se  o b t i e n e  
(nt 1 = I Y 
F6rmula  que e q u i v a l e ,  p o r  d e f i n i c i b n  de i n t e g r a l ,  a l a  
f d r m u l a  ( 9 )  de l a  t e s i s .  
. '1 
4. P rop iedades  de C o n m u t a t i v i d a d ,  
4.1. P r o p o s i  c i  bn. 
S i  F: T-+L(H) es  una f u n c i d n  o p e r a t o r i a l  N I  y s f  B e s  
un o p e r a d o r  p e r t e n e c i e n t e  a  L ( H ) ,  en tdnces  ambas f u n c i o n e s  o p e r a  
t o r i a l e s  BF(.) y F(.)B son N I  y se cumplen l a s  s i g u i e n t e s  i g u a l -  
dades. 
Demos t rac i  Gn. 
La p r i m e r a  p a r t e  es t r i v i a l .  
- 'I; Probaremos s d l o  l a  i g u a l d a d  ( a )  pues l a  o t r a  se prueba 
con l a  misma manera. A 
Sea A e l  ope rador  
f 
A  = j F ( t )  d  .,& ( t )  
T 
Para  t o d o  p a r  de v e c t o r e s  s I p o r  d e f i n t k i g n  
de i n t e g r a l ,  tenemos que 
(BA t s  7 )  = (A , * = (F( t )  k , B*? d  ( 1  = i ( B F ( t )  k , 7 ) d l f i  
T 
I 
I E s -  i g u a l d a d  e q u i v a l e  a; p o r  d e f i n i c i 6 n  de i n t e g r a l ,  
I ; t L l  
- 1 .  
BA = \ B F ( t )  d  ( t)  
T r .&, 
4.2. Coro la r i o , .  
7 d 
S i  F:T L(H) es una f u n c i b n  o p e r a t o r i a l  N I ,  s i  A es e l  
o p e r a d o r  
y s i  B  C L(H),  es t a l  que B F ( t )  = F ( t ) B  p a r a  c a s i  t o d o  p u n t o  
t de T; en tonces  
BA = AB 
Demos t r a c i  6n. 
P o r  l a  p r o p o s i c i  6n a n t e r i o r  
L 3  
Teorema. 
I n  IL AIM 'i S i  F: T--+L(H) es una f u n c i b n  N I ,  t a l  que 
Para  c a s i  t o d o  t de T, F ( t )  e s  un o p e r a d o r  no rma l .  
Pa ra  c a s i  t o d o  p a r  tl, t2 de p u n t o s  de T, F(tl) conm 
con F ( t 2 )  en tonces ,  e l  o p b r a d o r  
es  un o p e r a d o r  normal  a 
Demos t r a c t  bn. 
s a t i s f a c e n  l a s  h i p e t e s i s  (i) y ( i t ) .  
S i  se T \ N ,  en tonces  l a  r e l a c f e n  
F ( s )  F ( t )  = F ( t )  F ( s )  
se cumple p a r a  c a s i  t o d o  p u n t o  t de T. Po r  10 t a n t o ,  en  v i r t u d  
d e l  c o r o l a r i o  a n t e r i o r ,  tenemos que; p a r a  t o d o  se  T \  N, 
F (s )A  = AF(s) 
v i r t u d  d e l  teorema de FUGLEDE ( 9 ,  pZg.114] .  se i n f i e r e  que 
* 
P o r  o t r a  p a r t e ,  p o r  e l  Teor .  3 . 4 ,  F (.) es una f u n c i b n  
N I  y se cumple 
I 
I F ina lmen te ,  i n t e g r a n d o  l a  i g u a l d a d  ( 3 ) ,  m e d i n a t e  Cor. 
4.2, obtenemos 
I 1 - * I f I r n = [ F*(s )  Adlr (I) = AF*(S; d  ( s )  = AA*J I T T r" 4.4. Teorema. 
I S i  F: T--2L(H) y 6: T--+L(H) son dos f u n c i o n e s  o p e r a t o  
I 
entonces 
NotaciGn: A &+B s ign i f i ca  A conmuta con B .  
Demos tract 6n. 
Sea se  T \N, donde N eS e l  con junto excepcional desprir 
c iable ,  entonces \ 
G ( s ) e  F ( t )  
para casi 1 lo t de T .  Entonces por e l  Cor.4.2. 
iendo a aplicar e l  mismo corolario a e s ta  illtima re I - 
IaciSn, obtenemo - 
., a-&& kFq 
I .  
-i: 4 
A P E N D I C E  D .% 
SOBRE ,UN TEOREMA PE 'JOHN YON NEUMANN 
r I 1. I n t r o d u c c i b n ,  "'3 E l  o b j e t o  de e s t e  apgnd ice ,  es demost ra  e l  s i g u i e n t e  .I 1 
Teor .  1.1, que m e j o r a  un r e s u l i a d o  de Yon Neumann (Toer .  1.2).  k i  
,. mismo s e r a  u t i l i z a d o  en l a  d e m o s t r a c i 8 n  d e l  teorema de r e p r e s e n t a  
d 6 n  e x p o n e n c l a l  de tmpedancias en e l  . cape  
Aunque Halmos (1) a f f r m a  que su  r e s u  4 tado,  e l  T e o r .  1.3. 
, . . puede e x t e n d e r s e ,  s t n  d i f ' l c u l t a d .  a  un c o n j u n t o  numerab le  de ope ra  
do res  h e r m i t l a n o s  que conmutan e n t r e  s f ;  nos ha p a r e c l d o  G t l l  i n -  
c l u l r  una prueba d e l  T e o r ,  W. v 
4:; 1.1, Teorema, 4; I Sea H un e s p a c f o  de H i l b e r t .  r e a l  o  comple jo ,  L(H)  e l  e  p c l o  v e c t o r i a l  de todos  109 operadores  l i n e a l e s  y aco tados  s o b r e  H s  
d: Y A )  una s u c e s l 8 n  en L(H),  f o r n a d a  p o r  ope radores  h e r m i t i a n o s  mu- tuamente conmuta t l vos .  Entonces  e x l s  ten :  (1) un o p e r a d o r  he rm i  t i a -  
,$) n o  f! 4 L(H),  (2) una s u c e s i 6 n  .($,) de f u n c l o n e s  r e a l e s  c o n t i n u a s  . 'bn : "( B R.( c ( B )  e s  e l  e s p e c t r o  compacto de B ) ;  t a l e s  que !: 4 
(1 1 A, . a, (B). 
1.2, Teorema, (Yon Neumann (4) . ) *  
d 4.' S i  (An) es  una s u c e s i d n  e n  L ( H ) ,  formada p o r  operadores  he rm i  t i a n o s  mutuamen t e  c o n m o t a t l v o s ~  Entonces  e x i s t e n :  (1) un ope- $: r a d o r  hermi  t i a n o  B E L(H),  ( 2 )  una s u c e s i d n  ( f n )  de f u n c i o n e s  r e a -  l e s  f,: R 4 R s  B - m e d i b l e s  y acotadas ;  t a l e s  que 




I '  4 1  
* Los nDmer.os e n t r e  p a r e n t e s i s  se r e f l e r e n  a  l a  b i b l i o g r a f i a  e s p p  
c i a 1  de e s t e  ~ ~ 6 n d l c e ;  ? :d 
'I 3.1. Jeorema. (Halnos (1)) 
S i  A1 y A2 son operddores  
t a n ,  en tonces  e x i s t e n :  (1) un opera  
d o t  f u n c t o n e s  r e a l e s  c o n t i n u a s  gl 
he rm i  t i  anos de 
d o r  herml  t i  ano 
2. A1 gunos Lemas Topo l  b g i  cos. 
Los s i g u i e n t e s  lemas s e r 8 n  u t i l i z a d o s  en l a  demost 
( 2 )  1 t a l e s  
del Tear, L1. 
. .  - 
2.1. Lema (Hahn-Mazurk iewicz)  - 
a;;: - S l  K - e s  un e s p a c i o  compacto, conexo, l o c a l m e n t e  conexo 
y m e t r l z a b l e ,  en tonces  e x i s t e  una a p l i c a c i i i n  c o n t i n u a  s o b r e y e c t i v a  
w : I -r K, d e l  i n t e r v a l 0  compacto I = c0,11 s o b r e  K. 
Demost rac ibn ,  
. .. 
(Ygase ( 2 ,  Th.3.30, pdg.129). o  tambfan (7. 31.5). 
2.2. Lema. 
A 4 h. 
metr izab1es.y  s i  , 
w : I +  K es una a p l i c a c i d n  c o n t l n u a  y s o b r e y e c t i v a ,  en tonces  
e x i s t e  una f u n c i d n  8 -med lb le  q: K-+I t a l  que 
.. 4 . 1'C ! 
1 :  1 -- 




1 1 . . Uqm-l! ;;L :,a mbll,sl 
donde IK es l a  a p l f c a c i d n  i d d n t i c a  en K. 
Demos t r a c l  bn, 
vease (3, 43, 1x1, (1, pdg.130) 6 (5, t h . 4 . 2 .  pdg.23) , 
2.3. - Lema. 
S i  (f,) es una s u c e s i d n  de f u n c i o n e s  P,: R - - 2  R.  B-medi:. 
- .  
b l e s  y acotadas ;  en tonces  e x l s t e n :  (1) una f u n d i n  m e d i b l e  h : R 4  I 1 - 
I1 
r 
R; t a l e s  que, p a r a  t o d o  n  n a t u r a l ,  
I C" 
t 
wm' 1, d r !  4' . Sobre  e l  e s p a c l o  K = V I ,  se c o n s i d e r a  l a  t o p o l o g f a  
n=4 
duc to .  Entonces,  es  f d c l l  dc v e r  que K  es m e t r i z a b l e ,  compacto, 
conexo y l o c a l m e n t e  conexo, 
es  0-medi b l e ,  
P o r  e l  lema 2.1, e x i s t e  una f u n c i d n  c o n t i n u a  suprayec-  
t i v a  w : I--+ K, donde I es un i n t e r v a l 0  compacto [0,11 . P o r  
B-med ib le  q  : K--+I, t a l  que 
De ( 5 1 ,  y d e l  hecho que IK es i d e n t i d a d  de K, r e s u l t  
t o d o  n, I h  f u n c i b n  gn * 
en tonces  gn es c o n t i n u a ,  p o r  s e r  l a  compuesta de doc f unc lones  
' t l n a s  w y p , .  
I Sea adembs, h = qoT, e n t o n c e s  h es B -med ib le  p o r  
compuesta de dos f u n c i o n e s  B-med ib les .  I De ( 9 ) ,  y de l a  d e f i n i c l b n  de l a s  f u n c i o n e s  h y gn r e s u l  
t a :  
I 1
I 
que es l a  r e l a c l b n  (41, de i s  t e s i s ,  
E s t a  demos t rac i8n  se basa en e l  Teo r ,  1.2, y en e l  l e -  
l a l  2.3. 
I I ' I 1  7 
I - 4 .  
,I 1 1  L. - Por  e l  Teor,  1.2, e x f s t e :  :(l) un o p e r a d o r  h e r m i t f i n o  B I B  
( 2 )  una s u c e s l b n  (fn), de f u n c i o n e s  f : R +  R. B-rgedibles y aco- 
tadas ;  t a l e s  que 
(11) A n Z f n ( B 1 )  . 
p a r a  t o d o  e n t e r o  p o s i t i r o  n. 
Por e l  lema 2.3, p a r a  t o d o  n, 
Sea B = h(B1), o  s e a  B e s  e l  operador  d e f i n i d o  por  l a  
I i n t e g r a l  
donde El(.) e s  l a  medida e s p e c t r a l  de l  operador  B1. E l  operador  
B s  a s 1  d e f i n i d o  e s  u n  operador  hermi t iano  y aco tado .  
De (13)  r e s u l t a  l a  r e l a c i d n ,  vkllida pa ra  t odo  n e n t e r o  
p o s i t i v o ,  
As7 queda p robado ' e l  teorema. 
Lema 3.1. 
-
S i  h s  g : R --+R son dos funcfones  medi b l e s  y a c o t a d a g  
y si  A e s  u n  operador  he rmi t i ano  y aco tado ,  en tonces  s e  cumple l a  
r e  1  a c i  8n I - 
Sea E ( .  I la  medida e s p e c t r a l  a soc i ada  a1 operador  A y 
s e a  E U ( . )  l a  medida P O  d e f i n i d a  por  l a  fdrmula  
Es f 8 c i l  c o m ~ r o b a r  s u e  E l ( . )  e s  tambiiin una medida e s -  
I I 
P o r  e l  t e o r e n a  13i28 de 125, p6g. 3 4 7 1  , en v i r t u d  da 
(13) ,  se t i e n e ,  p a r a  t o d a  f u n c i 6 n  g: R R m e d i b l e  y acotada,  
S l  en e s t a  d l t i m a  fd rmu la  ponemos, g ( t )  = t 
d, 
De donde r e s u l  t a  . . que E l  (.). ) es l a  .descompos 
i d a d  d e l  o p e r a d o r  h ( ~ ) .  P o r  l o  t a n t o  
De (16)  y (17) ,  se  o b t l e n e  l a  t e s i s  
E x t e n s i  dn d e l  Teor .  1 .I. a 'Operadores Normales.  
Los s i g u i e n t e s  lemas s e r a n  u t t l i z a d o s  en l a  




rueba  d  
S i  A es un o p e r a d o r  normal ,  en tonces  e x i s t e  una Gn ica  
descompos ic i6n  de l a  forma. 
A = A '  + i A "  
donde 'A y A' son dos operadores  h e r m i t i a n o s  que conmutan e n t r e  
Demost rac i8n .  
T r i v i a l ,  I 
I I  I 1  I 4.2. - Lema. I I J  'PI. . I : f i  1 '  1 ) 
n m . 1 ,  S i  A y A son dos operadores '  'n-6rnial'es que conmutan.;y 

Entonces,  consSderemos l a  s u c e s i d n  de ope radores  he rm i '  
t i a n o s :  
A'1s AM1 9 A ' 2  8 A M 2  8 ..A', * ANn a * .  
P o r  e l  lema 4.2. l a  s u c e s l 8 n  e s t a  compuesta p o r  ope r  g 1 
r e s  mutuamente c o n m u t a t i v o s .  Po r  10 t a n t o ,  en  v i r t u d  d e l  T e o r  
' 1  
1.1., e x i s t e  un o p e r a d o r  h e r m i t i a n o  B, y dos s u c e s i o n e s  de f u n c i g  .; 
nes r e a l e s  ( g t n )  y ( g N n )  en C(K); y t a l e s  que - I 
A', = g',(B) , A", = gUn(B) 
- -P i! 
. L  I.q,j 
De donde r e s u l t a  l a  e x p r e s t d n  4-- - L ? q  1 1  l~;~.~ : ;I ' I  A = 9 , B + 1 g1In(B) = gn(B) 8 
::am,. I, : ' 
donde se ha d e f i n i d o  gn = g', + 1 g', 
4.4. Teorema. 
S i  (An) es una ~ u c e s f d n  en  L(H), formada p o r  ope radore  
normales  y que conmutan e n t r e  17, en tonces  e x i s t e n :  (1) una medi 
1 da e s p e c t r a l  r e g u l a r  compacta E ( . )  s o b r e  R , ( 2 )  una s u c e s i 6 n  (f,) . .., 
en C ( K ) ,  ( K  = sop E ( . ) )  t a l e s  que 
(22)  An I 
Demos t r a c i  Gn . 
R e s u l t a  d e l  teorema a n t e r i o r ,  p o r  10 s i g u i e n t e .  La re- 
l a c i 6 n  (21), p o r  d e f i n i c i 6 n  de f u n c i d n  de un ope rador ,  s i g n i f l c a  
v 5  donde E( . . )  e s  l a  descomposici6n de l a  unidad del  operador B .  4' r a  b len ,  como e l  sopor te  de E(.) es  e l -  compacto K s  entonces 
d 
f OQ f 
-'4 J e 
-. 
r d r ,  f;; Por 10 t a n t o ,  de (23)' y ( 2 4 )  r e s u l t a  l a  igualdad (22 ; IL de l a  t e s i s .  
En toda e s t a  seccidn supondremos que H es  un  espacio  de 
' 
- H i l b e r t  eomplejo ddtado de una conjugacidn, y que Ho e s  e l  subesp 
E I 
' 1 '  1 c i o  r ea l  formado por  todos 10s vec tores  r e a l e s  de H.  %. I I 
.!.: , 
I I  a 
E l  s i g u i e n t e  lema s e r d  u t i l i z a d o  en l a  prueba del Teor. Lr . 5.2. a 
P I  * . 1.. 5.1. - Lema. 
- 
e - .  
I '  Si A. per tenece a  L(H,) ,  entonces e x i s t e  u n  Onico opera  
2 dor A en L ( H ) ,  t a l  que l a  r e s t r l c c i 6 n  del operador A a1 subespacio 
,\;> 
I r e a l  H o  coincida con A. Ademls, e l  operador A e s  r e a l ,  y s i  A '  es  
I ' 
-
6 - henni t lano  tambign l o  e s  e l  o ~ e r s d o r  A .  - I 
St  A: H 4 H es  e l  operador de f in ido  por l a  r e l ac idn  
8 L 
- 
s e  comprueba que, s i n  d i f i c u l t a d ,  A e s  l i n e a l  y acotado, y que A 
e s  una extensidn de A ' .  Las r e s t a n t e s  a se rc iones  del enunciado 
- 
no ofrecen d i f i c u l t a d .  
k-. I S i  (A,) es  una sucesl0n en L(H). formada por operadores 
: - r e a l e s  -- y hermi t i a n o s  que conmutan mutuamente. entonces e x f s t e n  

,. . , - 71 1.1 - h ~r - m..l.- 7;' 
- I I ' I  ,b-c _ t:n I , ,  I - 
. . . . .  
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